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Введение. Объем и качество полезной ин-
формации об источниках гравитационной 
аномалии, которая объективно содержится в 
имеющихся данных (измерениях поля и кос-
венных априорных ограничениях на элемен-
ты структуры интерпретационной модели) и 
которую в принципе можно извлечь из этих 
данных, всецело зависят от уровня неопреде-
ленности, которая всегда сопутствует обрат-
ным задачам и находит выражение в существо-
вании множества Q равноправных вариантов 
интерпретации. Ни один из известных алгорит-
мов решения обратных задач не может похва-
статься универсальными способностями, кото-
рые позволили бы ему охватить всю полезную 
информацию об изучаемом распределении 
масс, да еще и взять ответственность за ее на-
дежность; отдельные типы такой информации 
могут быть известны даже не всем геофизикам. 
Использование группы удачно подобранных, 
основанных на различных идеях извлечения 
информации и взаимодополняющих методов 
решения обратных задач, — характерный при-
ем при интерпретации данных гравиразведки 
с целью повышения информативности ее ре-
зультатов. Жесткие схемы комбинирования 
методов не устанавливаются; все определяет-
ся задачами интерпретации и особенностями 
априорной информации.
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Запропоновано класифікацію типів інформації, яка може міститися в результатах розв’язку 
обернених задач граві- і магнітометрії. Стверджується, що з точки зору такої класифікації 
більшість відомих алгоритмів кількісної інтерпретації потенціальних полів по суті еквівалентні 
— жоден з них не може гарантувати вищу якість результатів розв’язку оберненої задачі. Дове-
дено, що головною причиною такої еквівалентності є скалярні критерії попарного порівняння 
допустимих розв’язків оберненої задачі з метою вибору найкращого з них. Запропоновано 
кілька нових підходів до розв’язання обернених задач, що ґрунтуються на альтернативних 
математичних формах представлення результатів інтерпретації та орієнтовані на об’єктивізації 
можливостей геофізичних методів у конкретних умовах.
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При всех различиях в сочетаниях опробо-
ванных на практике методов решения обрат-
ных задач гравиразведки речь почти всегда 
идет о схеме их последовательного примене-
ния, когда в отдельном звене цепочки из двух 
алгоритмов первый строит ограничения для 
другого. Метод, замыкающий цепочку, форми-
рует окончательный вариант интерпретации. 
Совместное применение методов интерпрета-
ции по такой схеме уместно назвать их ком-
плексированием. Сошлемся на собственный 
опыт. В работе [Долгаль, 1993] при моделиро-
вании глубокозалегающих интрузий, несущих 
медно-никелевое оруденение, используется 
трехэтапная схема: 1) исключение влияния 
известных геоплотностных границ (метод — 
решение прямой задачи гравиразведки); 2) по-
строение геоплотностного разреза методом 
накопления и разрастания масс с попутным 
выделением и исключением регионального 
фона из наблюденного поля; 3) интерпрета-
ция остаточного поля с помощью монтажного 
метода В. Н. Страхова.

Возможен другой тип комплексирования, 
когда сразу группа (вспомогательных) методов 
работает на один (основной), завершающий 
процесс интерпретации. В качестве примера 
сошлемся на работу [Блох, 1984], в которой при 
интерпретации гравитационной аномалии от 
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изолированного объекта сразу три метода (ме-
тод аналитического продолжения поля в гори-
зонтальный слой, метод полного нормирован-
ного градиента и интегральный метод оценки 
гармонических моментов масс) участвуют в 
подготовке нулевого приближения возмущаю-
щего объекта для метода автоматизированного 
подбора [Булах и др., 1976]. Для нас важно, что 
во всех известных схемах комплексирования 
интерпретация завершается построением 
одного (наилучшего) варианта решения обрат-
ной задачи в выбранном модельном классе .

Теоретически более привлекательной вы-
глядит технология комплексирования, в ко-
торой на последнем этапе используются не-
сколько методов, каждый из которых работа-
ет автономно и вносит свой вклад в снижение 
уровня неопределенности. Проблема, однако, 
заключается в невозможности свести синтез 
решений, найденных по каждому из методов, 
к простому суммированию объемов информа-
ции, которые несут эти решения. В типичном 
случае такие объемы информации «пересе-
каются». И не так, что каждый парциальный 
объем информации поддерживает остальные, 
а все вместе они дают согласованное представ-
ление об источниках поля. Благодаря все той 
же неопределенности информация, получен-
ная по совокупности разрозненных методов, 
будет во многом противоречива. Несмотря 
на это предостережение, нас заинтересовал 
именно тот случай, когда каждый метод берет 
ответственность за «свой» объем информации.

Концепция повышения информативности 
результатов интерпретации за счет согласо-
вания отдельных допустимых решений обрат-
ной задачи, построенных по различным ме-
тодам, была озвучена сравнительно недавно, 
но успела получить статус методологической 
идеи фундаментального характера в теории 
интерпретации потенциальных полей [Стра-
хов, 2000]. В этом случае речь также идет о 
результате интерпретации в терминах одного 
из допустимых модельных решений. В работах 
В. Н. Страхова идея согласования конечного 
числа допустимых решений в основном рас-
сматривается в связке с идеей алгебраизации 
обратных задач, сводящихся к системам линей-
ных алгебраических уравнений. В этом случае 
конструкция согласованного решения обрат-
ной задачи хотя бы имеет наглядное содержа-
ние. Но авторы статьи слабо представляют воз-
можность создания гибридного решения не-
линейной обратной задачи. Принципиальный 
прорыв в задаче комплексирования нуждается 

в новых представлениях результатов матема-
тической интерпретации. Из пяти предлагае-
мых ниже методов лишь один базируется на 
обычных представлениях о результатах ин-
терпретации. Заметим также, что идея согла-
сования различных вариантов интерпретации 
изучаемого объекта (процесса) находит отклик 
и в других областях науки [Костомаров и др., 
2011].

В настоящей статье проблему совместного 
использования различных методов решения 
обратных задач гравиразведки рассмотрим 
применительно к достаточно общей ситуации, 
когда в интерпретационном процессе четко 
просматриваются три этапа — подготовитель-
ный, накопительный и заключительный.

На подготовительном этапе могут быть за-
действованы любые вспомогательные методы 
не только количественной, но и качественной 
интерпретации. Цель первого этапа — создать 
объективные предпосылки для максимально 
возможного сужения множества Q допусти-
мых решений Sj обратной задачи в выбран-
ном модельном классе M. В дальнейшем при 
формализации множества Q предполагается 
брать помимо априорных ограничений, не за-
действованных на первом этапе, ограничения, 
которые были выработаны вспомогательными 
методами. Перечень последних, конечно же, 
не ограничивается упомянутыми тремя метода-
ми из работы Ю. И. Блоха. Отдельные методы, 
которые в одной постановке обратной задачи 
вступают в действие лишь на заключительном 
этапе, в другом случае могут использоваться 
уже на первом этапе.

На заключительном этапе было бы жела-
тельно работать со всем множеством Q, но на 
практике это возможно лишь в случае отдель-
ных линейных обратных задач гравиразведки.

Цель накопительного этапа — построить ре-
презентативное семейство Q0 приближенных 
решений обратной задачи, выступающее в ка-
честве представителя всего множества Q. При 
формировании множества Q0 «узаконенные» 
решения, за которыми стоят свои критерии 
оптимальности, не играют особой роли. Такие 
решения, обладающие некими экстремальны-
ми свойствами, не прописанными априорной 
информацией, ничем не лучше обычных, «ря-
довых» решений из Q. Да и много ли можно 
насчитать таких критериев (и, соответственно, 
«оптимальных» решений)? Основное значение 
на втором этапе приобретает алгоритм, позво-
ляющий продуцировать в достаточно большом 
количестве (сотнями и тысячами) допустимые 
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решения обратной задачи. Но даже в случае 
сеточных классов M число допустимых вариан-
тов интерпретации хотя и конечно, но все же 
чрезвычайно велико. Исчерпать хотя бы малую 
их толику проблематично. Многое зависит от 
возможности снабдить алгоритм управляющи-
ми параметрами, позволяющими находить «ре-
зультативные» решения. Цель накопительного 
этапа состоит в том, чтобы построить множе-
ство Q0, элементы которого более или менее 
равномерно покрывали бы множество Q.

На завершающем этапе осуществляется 
собственно извлечение информации об источ-
никах аномалии, содержащейся в Q0. Как свя-
зать отдельные типы полученной информации 
— дело интерпретатора. Но прежде важно из-
бавиться от стереотипов и понять, что полезная 
информация отнюдь не ограничивается одним 
допустимым решением optS Q . Уже хотя бы 
потому, что ни одно решение по любому кри-
терию оптимальности не может гарантирован-
но превзойти по точности другое допустимое 
решение, построенное альтернативным, пусть 
даже математически несостоятельным алго-
ритмом [Балк, 2004]. Много раньше в работе 
[Балк, 1980] была сформулирована концепция, 
согласно которой единичные оценки параме-
тров модели не являются единственно возмож-
ной математической формой представления 
результатов интерпретации гравитационных 
аномалий. Как оказалось, не обязательно вы-
ходить за рамки детерминистского подхода; 
новые типы полезной информации удается 
извлечь из решения определенных задач, ко-
торые в прежнее время однозначно считались 
прерогативой вероятностно-статистического 
подхода. Позже созвучные идеи высказыва-
лись и по отношению к обратным задачам, 
возникающим в других геофизических мето-
дах, — в магниторазведке [Зейгельман, 1983], 
геоэлектрике [Рокитянский, 1985], сейсмораз-
ведке [Тюленева и др., 1989].

Отправные положения. Новые концепции 
извлечения полезной информации из геофизи-
ческих данных возникают не на пустом месте. 
Надо определиться, позиции какой из теорий 
решения обратных задач для нас являются 
определяющими. На обратные задачи гравиме-
трии претендует общая теория решения некор-
ректных задач, для которой обратные задачи 
гравиразведки — одна из областей приложе-
ния, и (специализированная) теория интер-
претации потенциальных полей, приобретшая 
современные очертания в главном благодаря 
теоретическим разработкам В. Н. Страхова,

В. И. Старостенко, Ф. М. Гольцмана, А. И. Ко-
брунова, А. А. Никитина, Ю. И. Блоха, Е. Г. Бу-
лаха. В них геофизическому аспекту проблемы 
отдается приоритет над математическим.

Обе теории имеют не так много точек со-
прикосновения, как может показаться на пер-
вый взгляд. Внедрение в методологию теории 
интерпретации потенциальных полей некото-
рых положений теории решения некоррект-
ных задач — без учета реалий геофизиче-
ской практики — породило многочисленные 
противоречия. Сущность большинства из них 
один из авторов статьи постарался раскрыть 
в работах [Балк, 2013, 2014], а еще раньше 
назвал в качестве главного источника этих 
противоречий столкновение математических 
и геофизических интересов [Балк, 2000]. Не-
полное соответствие отдельных положений те-
ории решения некорректных обратных задач 
реалиям геофизической практики не может 
расцениваться как их ошибочность. Просто 
обе теории решают различные задачи в своем 
«научном пространстве» со своими представ-
лениями о ценностях результатов. Некоторые 
результаты, значимые для одной теории, могут 
оказаться не менее значимыми и для другой. 
Так, благодаря неоправданной (с геофизиче-
ской точки зрения!) посылке о стремлении по-
мехи измерений к нулю теория решения не-
корректных обратных задач смогла дать ответ 
на гносеологические вопросы принципиальной 
познаваемости реальности по ее косвенным 
проявлениям [Тихонов, 1999]. Использование 
условия гладкости искомого решения, обеспе-
чивающее состоятельность алгоритмов реше-
ния обратных задач, является и одним из самых 
эффективных способов снижения априорной 
неопределенности при решении обратных за-
дач геофизики [Старостенко, 1978]. Хотя, ко-
нечно, это не всегда достаточно для получения 
приемлемых результатов в конкретном случае 
интерпретации.

Геофизический взгляд на обратные задачи 
гравиразведки состоит в том, что в силу есте-
ственных ограничений на размеры и плот-
ность возмущающих объектов множество до-
пустимых решений Q изначально ограничено 
— случай сколь-угодно больших ошибок при-
ближенных решений обратных задач, побудив-
ший к созданию теории некорректных задач, 
на практике просто невозможен. Прикладная 
теория исходит из того, что при дискретных 
измерениях гравитационного поля в любом 
функциональном пространстве нет единствен-
ности, которая является основным условием в 
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абстрактной теории обратных задач. Приклад-
ной подход к проблематике обратных задач 
гравиразведки требует быть осмотрительным 
по отношению к любым предпосылкам, заве-
домо не выполнимым в действительности. Во 
всяком случае, оптимальность тех или иных 
выводов не должна быть завязана на посылки 
виртуального характера. При оценке разреша-
ющих способностей алгоритма в конкретной
обратной задаче недопустима апелляция к его 
свойствам, которые алгоритм мог бы проявить 
в условиях, выходящих за рамки рассматри-
ваемой задачи. Если решение обратной зада-
чи претендуют на оптимальность, то она обя-
зательно должна быть выражена в терминах 
содержательной информации об источниках 
возмущающих масс, которую в данном случае 
можно извлечь из этого решения. В противном 
случае будут возникать вопросы типа «в чем 
же заключается оптимальность по минимуму 
невязки, если монотонной зависимости точ-
ности решения от значения невязки не суще-
ствует?».

Авторам статьи импонирует геофизический 
взгляд на проблематику совместного примене-
ния различных методов извлечения информа-
ции об источниках поля. Это нашло отражение 
в выборе тех типов информации и способов их 
получения, которые авторы собираются пред-
ложить для практического использования.

Согласно Клоду Шеннону, «информация — 
это снятая неопределенность наших знаний о 
предмете изучения». Знак равенства между по-
нятиями «приближенное решение обратной за-
дачи» и «извлеченная информация об объекте 
исследования» выглядит довольно сомнитель-
ным. Стоит задаться вопросом «в чем же, соб-
ственно, заключена эта информация», как это 
становится ясно. Под достоверной информа-
цией, которую несет носитель Sj, принимаемый 
за решение обратной задачи, будем понимать 
тот его фрагмент (0)

jS , который одновременно 
является фрагментом истинного носителя S :

(0)
j jS S S . Меру ( )(0)

jS  общего фрагмента 
примем за количество информации, которую 
несет носитель Sj. Располагая только реше-
нием обратной задачи (каким бы свойством 
«оптимальности» он ни обладал!), невозмож-
но не только указать часть пространства (0)

jS ,
но и дать оценку ее меры ( )(0)

jS . Если так, то 
информацию (0)

jS , содержащуюся в решении 
Sj, логично назвать скрытой. Пространствен-
ную область jS S , позиционирующую себя 
как возможный фрагмент реального носите-
ля, хотя таковым не является, назовем ложной

информацией и, напротив, фрагмент jS S  но-
сителя S , не нашедший места в приближен-
ном решении Sj, — потерянной информацией. 
Поскольку выявить информацию этих обоих 
типов (и даже ее объем) невозможно по одному 
лишь единичному решению обратной задачи, 
то логично и ее дополнительно снабдить тер-
мином «скрытая».

Используя новую терминологию, можно 
сказать, что достаточный объем скрытой до-
стоверной информации о возмущающем объ-
екте и есть то главное, что ожидает геофизик 
от результатов интерпретации. Надежда на то, 
что в действительности так оно и есть, дает ему 
повод использовать эти результаты при реше-
нии геологической задачи. Что касается нео-
пределенности, то никакую скрытую инфор-
мацию известные методы решения обратных 
задач гравиразведки «рассекретить» не могут. 
Снять «гриф секретности» с отдельных видов 
полезной информации если и можно, то лишь 
по результатам совместного анализа всех до-
пустимых решений jS Q  или хотя бы тех из 
них, которые составляют множество Q0.

Монтажные алгоритмы для построения 
множества Q0. Предлагаемые методы завяза-
ны на множество допустимых решений Q0. С 
учетом всех требований авторы находят, что 
наиболее подходящими для его построения 
являются монтажные алгоритмы, зарекомен-
довавшие себя на практике при поиске отдель-
ных допустимых вариантов интерпретации в 
рамках концепции единичного оптимального 
решения обратной задачи. По ряду признаков 
их можно рассматривать как новую генерацию 
методов минимизации для решения обратных 
задач гравиразведки рудного типа. Главное 
преимущество монтажных алгоритмов — воз-
можность совместного учета разнообразной 
априорной информации как геометрического, 
так и топологического характера об источни-
ках аномалии. Современное прочтение кон-
цепции монтажных алгоритмов можно найти 
в ряде работ авторов, в частности [Балк и др., 
2012б]. Для полноты изложения есть смысл 
привести самые необходимые сведения об 
этих алгоритмах.

Монтажные алгоритмы решения обратной 
задачи гравиразведки рудного типа рассчита-
ны на самый общий случай, когда аномалия 
гравитационного поля вызвана совокупностью 
однородных тел kS , 1,2,...,k n= , произвольной 
геометрической формы с известными избы-
точными плотностями 0k (в работе [Балк и 
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др., 2011] показано, что они применимы и для 
решения смешанной обратной задачи, ког-
да точные значения плотности неизвестны). 
Пусть { }T  — замощение области D₀ R3 ко-
нечными элементами ω  (например, параллеле-
пипедами) и модельным классом M источников 
служит система { } , элементы которой (их 
называют конфигурациями) суть объединения 
(в том числе многосвязные) конечного числа 
элементов T . Монтажный метод представ-
ляет итерационный процесс, на шаге i которого 
текущее приближение { }* * * *

,1 ,2 ,, ,...,i i i i n  к 
искомому решению *  образуется путем ряда 
несложных преобразований P, выполняемых 
с предшествующим приближением *

1i . Ха-
рактер правила P определяет структуру мон-
тажного алгоритма. В методе регулируемой на-
правленной кристаллизации [Страхов, Лапина, 
1976] правило P имеет простой вид и предпола-
гает, что переход от *

1i  к *
i осуществляется

путем наращивания одного из парциальных 
носителей *

1,i k  на один элемент замощения 
ω . Адаптация монтажных методов к любой 
априорной информации не представляет тру-
да: требуется, чтобы приближение *

i насле-
довало все априорные ограничения, которым 
удовлетворяет предшествующее приближение 

*
1i . На итерационном шаге монтажного ме-

тода осуществляется перебор всех вариантов 
перехода от *

1i  к *
i , допустимых правилом 

P. Из пробных вариантов отбираются те, в 
которых носитель *

i  наследует априорные 
ограничения, присущие носителю *

1i . Факт 
наследования устанавливается путем прямой 
последовательной проверки свойств носителя 

*
i , что и обеспечивает монтажному методу 

возможность одновременного учета различ-
ных данных. Такой принцип структуриро-
вания итерационного процесса накладывает 
свой отпечаток на нулевое приближение *

0 .
Близость *

0  к истинному решению (ни по 
геометрии, ни по невязке) здесь не имеет того 
значения, которое придается начальному при-
ближению в известных методах минимизации; 
важно, чтобы оно удовлетворяло максимально 
возможному числу априорных ограничений. 
Каждое из ограничений, которые не удается 
(или невыгодно) учесть в начальном прибли-
жении, найдет свое место в последующих при-
ближениях, как только это в принципе станет 
возможно. Среди допустимых к сравнению 
вариантов перехода от *

1i  к *
i лучшим те-

кущим приближением считается то, на кото-
ром достигается наименьшее значение невяз-
ки. Геофизически объяснимой особенностью 

монтажных алгоритмов является перевод из-
вестных плотностей k в свободные параме-
тры. Выход подбираемых плотностей *

k  на 
истинные значения k  завершает итерацион-
ный процесс. Условие одновременного выхода 
текущих значений *

k  на истинные k обеспе-
чивается за счет того, что де-факто оптимизи-
руемой является лишь плотность масс в одном 
парциальном носителе, тогда как остальные 
плотности связаны с оптимизируемой жест-
кими линейными зависимостями. По достиг-
нутому значению невязки делается вывод о 
допустимости построенного носителя.

К настоящему времени монтажный подход 
прошел широкую апробацию на примерах (мо-
дельных и практических) средней сложности 
как в двухмерном, так и трехмерном вариан-
тах. Пробные расчеты, выполненные в работе 
[Балк, Йеске, 2013], позволяют надеяться, что 
при мощности современных вычислительных 
средств монтажному алгоритму доступны (по 
временным затратам на его реализацию) и 
более сложные модели. Но есть еще не менее 
важный аспект проблемы. Монтажные алго-
ритмы, конечно же, не решают проблему гло-
бального экстремума. К счастью, ни в одном из 
предложенных ниже методов, в которых рабо-
чим инструментом (на накопительном этапе) 
используются монтажные алгоритмы, глобаль-
ный экстремум не востребуется. Необходимо 
лишь, чтобы алгоритм был в состоянии выйти 
(если это в принципе возможно) на значение 
невязки, не превосходящее предполагаемый 
уровень помех в измерениях гравитационно-
го поля. До сих пор не было отмечено, чтобы 
алгоритмы не справлялись с этой задачей. Но 
как поведут они себя на более сложных мо-
делях, пока неясно. Требуется более гибкий 
программный продукт, чем тот, которым рас-
полагают авторы. Если еще недавно в триаде 
<алгоритмическое обеспечение, программный 
продукт, мощность вычислительных средств> 
наиболее слабым звеном был последний эле-
мент триады, то сейчас (в силу известных 
причин, сложившихся в отрасли) им является 
средний элемент.

Что касается управляющих параметров, о 
которых говорилось и которые должны обе-
спечивать поиск не просто допустимого, а ре-
зультативного решения обратной задачи, то 
это требование проще всего заложить в началь-
ное приближение *

0 . В работе [Балк, Долгаль, 
2015] описана одна из таких технологий. Каж-
дый очередной допустимый носитель, который 
войдет в множество Q0, содержит как минимум 
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один элемент замощения ω , не вошедший ни 
в один из до того построенных носителей. Это 
условие обеспечивается путем включения нуж-
ного элемента ω  в начальное приближение *

0

без права изъятия его на всех последующих 
итерациях. Процесс построения множества Q0
завершается, как только все элементы D
уже были протестированы на предмет возмож-
ности построить допустимый носитель, кото-
рый содержал бы этот элемент. Даже в двух-
мерной постановке обратной задачи удается 
по такой бесхитростной схеме построить до 
нескольких сотен допустимых решений.

Главная интрига заключается в том, можно 
ли согласовать результаты решения обратной 
задачи по различным методам с тем, чтобы по-
высить надежность выводов о геометрии воз-
мущающего объекта. С этой целью особенно-
сти всех предлагаемых методов мы намеренно 
иллюстрируем на одном и том же модельном 
примере (далее будем называть его базовым), 
соответствующем реальной геологической 
ситуации: источником гравитационной ано-
малии является хонолитообразная интрузия
S  габброидного состава, внедрившаяся в од-
нородный по плотности массив горных пород 
по субвертикальному глубинному разлому с 
последующим смещением блоков вследствие 
неотектонических процессов (рис. 1). Верти-
кальная мощность интрузии достигает 200 м,

размеры по горизонтали — около 700 м, избы-
точная плотность относительно вмещающих 
пород — 0,25 г/см3. Максимальная амплитуда 
аномалии, заданной с шагом 50 м в 35 точках 
равномерной сети, составляет 0,82 мГал. Зна-
чительные размеры интрузии по простиранию 
вкрест моделируемого разреза дают право вос-
пользоваться двухмерной моделью источников 
аномалии.

Минимаксный подход. Первый из пяти 
предлагаемых методов использует привычное 
определение результата интерпретации. Но 
критерий оптимальности решения жестко при-
вязан к свойствам информации, которую оно 
содержит. За наилучший Sopt среди носителей 

0jS Q принимается тот, который обеспечит 
максимум меры ( )(0)

jS , (0)
j jS S S , гаранти-

рованной степени близости к реальному носи-
телю S , иначе — максимум гарантированного 
объема достоверной скрытой информации. В 
ряде наук (теории игр, экономике, исследова-
нии операций) схожая концепция выбора на-
звана минимаксной. Притом, что минимаксный 
подход давно известен, нет ничего удивитель-
ного, что в обратных задачах гравиразведки 
он до сих пор не был востребован. В эпоху не 
автоматизированного подбора, когда речь мог-
ла идти лишь о достаточно узком и обозримом 
множестве правдоподобных вариантов интер-
претации, которые удалось построить геофизи-
ку, последний не нуждался в формализованных 
приемах и путем прямого визуального сравне-
ния альтернативных вариантов мог выбирать 
из них наиболее привлекательный. Позже, ког-
да одним из основных признаков парадигмы в 
теории интерпретации потенциальных полей 
стал лозунг «оптимизировать все, что оптими-
зируется», контекст выбора — множество Q
— играл пассивную роль. Совместный анализ 
решений из Q не предусматривался, все было 
подчинено поиску решения, обеспечивающего 
глобальный минимум некоторого функциона-
ла. Время минимакса наступило только сейчас.

Алгоритм выбора из множества Q0 мини-
максного решения Sopt прост и состоит в сле-
дующем. Для каждого допустимого модельно-
го носителя возмущающих масс Sj, 1,2,...,j m= ,
претендующего на роль наилучшего варианта 
интерпретации Sopt, отыскивается ассоцииро-
ванный с ним носитель ( ) 0k k jS S Q  такой, что 
расхождение ( )0,jS S в некоторой метрике ρ 
будет наибольшим, если носителем S0 окажется 
носитель Sk(j). Решение Sk(1) предпочтительней 
Sk(2), если ( )(1) (1),j kS S < ( )(2) (2),j kS S , где Sk(1) и 
Sk(2) — наиболее удаленные по метрике ρ от 

Рис. 1. Модельный пример: интрузия основных пород: 
1 — интрузивное тело, 2 — глубинный разлом, 3 — график 
гравитационного поля.
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(1)jS  и Sk(2). Минимаксным является решение 
opt

0S Q , гарантированная близость

{ }opt opt opt
0max ( , ) : ,t t tS S S Q S S (1)

которого к неизвестному решению S0 является 
наибольшей по отношению к любому друго-
му выбору итогового варианта интерпретации 

0jS Q :

{ }opt
0max ( , ) : ,j t t t jS S S Q S S (2)

для всех 0jS Q , opt
jS S . Понятно, что, будучи 

включенными в множество Q0, любые реше-
ния, в том числе оптимальные по иным кри-
териям, могут, разве что, повлиять на выбор 
минимаксного решения, но при большой мощ-
ности 0Q  вряд ли совпадут с ним.

Алгоритмы решения обратных задач грави-
разведки, основанные на попарном сравнении 
альтернативных вариантов интерпретации по 
значению скалярного критерия F, не в состоя-
нии уменьшить априорную неопределенность 
в отношении конфигурации и местоположения 
источников поля (на это указывают и резуль-
таты работы [Айзерман, Малишевский, 1981]). 
Наилучшее решение, найденное по любому из 
этих методов, не содержит никаких сведений 
об объемах достоверной, ложной и потерян-
ной информации. В предположении, что среди 
решений из Q0 есть достаточно близкое к ис-
тинному S , так что их расхождением можно 
пренебречь, минимаксный подход дает не толь-
ко решение Sopt, для которого гарантированная 
степень его близости к точному максимальна, 
но и саму неулучшаемую оценку меры ρ бли-
зости этих решений. Если считать состоятель-
ными лишь те критерии выбора наилучшего 
решения, которые привязаны к свойствам ин-
формации, полученной в конкретной задаче, 
то минимаксный подход в каком-то смысле 
разрешает проблему оптимального варианта 
интерпретации.

Цена информации, содержащейся в ми-
нимаксном решении, может оказаться до-
статочно высокой. Располагая оценкой меры 
неопределенности в результатах интерпрета-
ции, геофизику проще из числа гравитацион-
ных аномалий, требующих заверки, выбрать 
наиболее перспективные для первоочередной 
постановки буровых работ.

Проиллюстрируем суть минимаксного под-
хода. Значения гравитационной аномалии в на-
шем базовом модельном примере осложним 
помехой. Чтобы приблизить вычислительный 
эксперимент к практике гравиметрических ра-

бот, когда помехи (хотя бы слабо) коррелиро-
ванны, в качестве последних взяты усреднен-
ные в пределах трехточечного окна значения 
нормально распределенных случайных чисел 
с нулевым средним и среднеквадратическим 
отклонением 0,1 мГал. Максимальная ампли-
туда помехи по модулю составила 0,051 мГал
(рис. 2, а). Поиск допустимых решений осу-
ществлялся с помощью монтажного метода в 
рамках замощения определенного фрагмента 
плоскости x0z квадратными элементами ω со
стороной 50 м. В качестве априорных ограни-
чений выступало допущение об односвязности 
носителя возмущающих масс и «безотростко-
вость» его границы (по терминологии [Балк, 
2000]). Типичное ограничение в виде некой 
ограниченной области пространства, заведо-
мо содержащей источник аномалии, не задава-
лось. Точное значение уровня помех на прак-
тике всегда неизвестно и потому ожидаемая 

Рис. 2. Гравитационное поле (а) и результаты решения об-
ратной задачи, соответствующие минимуму невязки полей 
(б) и критерию минимакса (в): 1 — подобранный аномалие-
образующий объект, 2 — интрузивное тело; 3, 4 — графики 
полей исходного (3), истинного (4).
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норма помехи в «измерениях» была взята «с 
запасом» — все найденные (с учетом назван-
ных двух ограничений) приближенные реше-
ния считались допустимыми, если достигнутое 
значение невязки не превышало 0,05 мГал.

За счет выбора различного начального при-
ближения (в виде отдельного элемента замоще-
ния) к очередному искомому решению (носите-
лю Sj) было найдено 211 допустимых носителя; 
их множество обозначим Q0. Среди всех най-
денных решений минимум среднеквадратиче-
ского значения невязки полей ε =0,0483 мГал
достигается на решении, приведенном на 
рис. 2, б. И хотя здесь оно с очевидностью 
уступает минимаксному решению (рис. 2, в),
будем объективны: при другом «раскладе» 
помех в измерениях поля исход противостоя-
ния двух решений мог быть противополож-
ным. Стабильно лишь одно: гарантированное
качество минимаксного решения при самом 
невыгодном для него «раскладе» помех выше 
гарантированного качества решения из Q0, по-
строенного по какому-то альтернативному ме-
тоду и соответствующему другому критерию 
оптимальности, опять же при наихудшем рас-
кладе помех, но уже для этого метода. Следу-
ет добавить, что заметный пространственный 
разброс допустимых носителей, составляющих 
множество Q0, обусловленный достаточно ин-
тенсивными помехами и значительной глуби-
ной залегания интрузии, обусловил довольно 
пессимистическую оценку качества минимакс-
ного решения — ( ) ( )( )min 0,22opt

j jS S S ,
0jS Q , тогда как фактически точность мини-

максного решения ( ) ( )opt 0,82S S S .
Гарантированный подход. Стоит только

отойти от привычных представлений о том, 
что считать результатом интерпретации, как 
извлечение достоверной (и уже не скрытой)
информации об источниках гравитацион-
ного поля становится возможным благодаря 
гарантированному подходу, предложенному 
и названному так в работе [Балк, 1980]. При-
мечательно, что в начале 80-х годов аналогич-
ный подход и даже с тем же названием начал 
интенсивно развиваться в теории управления 
[Черноусько, 1980]. Наиболее полно содержа-
ние гарантированного подхода в обратных за-
дачах гравиразведки изложено в работе [Балк 
и др., 2012а].

Вкратце суть подхода такова. Пусть { }S
— множество Q всех допустимых носителей, 
принадлежащих модельному классу  и соот-
ветствующих априорным данным G. Если 
предположить, что S Q и удалось построить 

два множества (пространственные области) 
1 1( )D D Q S  и 2 2 ( )D D Q S , то содер-

жательную информацию о возмущающем объ-
екте можно выразить с помощью включения

2 1D S D . (3)

В предположении адекватности элементов 
структуры интерпретационной модели область 
D2 — достоверная информация о природном 
носителе S (мера μ(D2) — ее объем), получен-
ная на основе совместного анализа (синтеза) 
допустимых решений обратной задачи. До-
стоверная информация D2 направлена на ре-
шение задачи локализации возмущающего 
объекта. Область D2 решает задачу его лока-
лизации. Результаты применения гарантиро-
ванного подхода попутно позволяют оценить 
объем скрытой информации, содержащейся 
в любом допустимом приближенном решении 

*S Q : ( ) ( )*
2S S D . Таким образом, гаран-

тированный и традиционный подходы связаны 
между собой: первый устанавливает недостаю-
щие оценки точности отдельных решений Sopt

обратной задачи — D2₀Sopt₀D1, а второй готов 
предоставить «свои» допустимые решения для 
включения в множество Q0.

Но вернемся к реальности. Мы, ведь, можем 
рассчитывать лишь на ограниченное подмно-
жество Q0₀Q допустимых вариантов интерпре-
тации и, соответственно, определить только не-
кие аппроксимации D1(Q0) и D2(Q0) множеств 
D1(Q) и D2(Q): D1(Q0)₁D1(Q), D2(Q0)⁸D2(Q). Ло-
гично поставить вопрос: сколь заметно могут 
различаться между собой множества D1(Q0) и 
D1(Q) (D(Q0) и D2(Q))? Понятно, что само по себе 
это различие нас интересует в меньшей степе-
ни. Важно другое — будет ли при этом выпол-
няться включение 2 0 1 0( ) ( )D Q S D Q . В этом 
плане все обстоит не так плохо. Во-первых, 
если даже мощность Q  (конечного) множе-
ства допустимых решений, построенных с ис-
пользованием некого замощения { }, доволь-
но велика, то существуют относительно узкие 
подмножества Q0 такие, что D1(Q0)= D1(Q),
D2(Q0)= D2(Q). Во-вторых, мощность системы 
таких подмножеств сопоставима с мощностью 
самого множества Q. В третьих, алгоритму по-
строения множеств D1(Q0) и D2(Q0) совершенно 
безразлично, на какое конкретно множество 
Q0 он выйдет, и фактор ε-эквивалентности вы-
ступает здесь союзником. Наконец, сам прин-
цип последовательного поиска «результатив-
ных» вариантов интерпретации настроен на то, 
чтобы построенные множества D1(Q0) и D2(Q0)
обладали нужными свойствами.
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Алгоритм построения множества Q0 и соот-
ветствующих ему областей D1 и D2 представ-
ляет собой итерационный процесс построения 
последовательности приближений ( )

1
tD  и ( )

2
tD

, 0,1,..,t m= , по окончании которого принима-
ется ( )

1 0 1( ) mD Q D= , ( )
2 0 2( ) mD Q D= . На шаге t=0 с 

помощью монтажного метода на выбранном 
замощении { }  отыскивается любой допусти-
мый носитель; обозначим его S1. Принимается 

(0) (0)
1 2 1D D S= = . На каждом последующем шаге 

t≥1 итерационного процесса осуществляется 
поиск любого, но уже результативного носи-
теля St+1, соответствующего дополнительно-
му условию: в число элементов замощения 
ω , объединение которых составит носитель 
St+1, должен войти хотя бы один элемент, не 
вошедший до того в объединения элемен-
тов, составивших уже построенные допусти-
мые носители S1, S2, …, St. Если это удалось, 
полагаем ( ) ( 1)

1 1 1
t t

tD D S + , ( ) ( 1)
2 2 1

t t
tD D S + .

Итерационный процесс прерывается, как толь-
ко на некотором шаге t=m+1  не удалось найти 
ни одного результативного носителя. Таким 
образом, структура множества Q0 устанавли-
вается по завершению самого процесса. Для 
любого t  имеет место строгое включение 

( ) ( 1)
1 1

t tD D + , тогда как ( ) ( 1)
2 2

t tD D + .
Основное внимание в приведенном итера-

ционном процессе было уделено области D1,
а оценка области D2 выполнялась попутно. 
Для большей надежности построений можно 
вслед организовать еще один процесс, кото-
рый направлен на уточнение оценки области 
D2. Возьмем множество ( )

2
mD  за новое началь-

ное приближение (0)
2D и организуем итераци-

онный процесс, на каждом шаге t ≥1 которого 
осуществляется поиск любого допустимого но-
сителя, обозначив его St, не содержащего хотя 
бы один элемент ω , вошедший в объединение 
элементов, составляющих предшествующее 
приближение ( 1)

2
tD . Если это удалось, при-

нимается ( ) ( 1)
2 2

t t
tD D S . Попутно делается 

попытка уточнить оценку 1D , построенную с 
помощью первого итерационного процесса: 

( ) ( 1)
1 1

t t
tD D S . За нулевое приближение (0)

1D
на втором итерационном процессе берется 
множество ( )

1
mD , построенное до того. Пока не 

встречались модельные примеры, где бы вто-
рой итерационный процесс оказался кстати. 
По результатам первого процесса включение 

( ) ( )
2 1

m mD S D выполнялось безукоснительно. 
Не исключено, что при решении более сложных 
примеров такая подстраховка будет не лишней.

По результатам решения обратной задачи в 
терминах пары <D1(Q0), D2(Q0)> можно утверж-

дать следующее: в совокупной априорной ин-
формации нет данных, которые позволили бы 
по любому методу интерпретации (или сово-
купности методов) очертить некую область D2,
гарантированно принадлежащую носителю 
S  и граница которой вышла бы за границы 
области *

2D , построенной с помощью описан-
ных итерационных процессов. Ошибочным 
было бы утверждение, что установлена некая 
область 1D , гарантированно охватывающая 
неизвестный носитель S  и являющаяся фраг-
ментом области *

1D . Это утверждение остается 
справедливым и в случае, когда истинный но-
ситель S  не принадлежит выбранному модель-
ному классу M и вместо реального истинного 
носителя в построенных оценках фигурирует 
максимальный модельный носитель 0S S .

При том, что гарантированный подход до-
статочно привлекателен, не исключен песси-
мистический исход: D2=⁴ и (или) D1=D, где 
D — область, содержащая по априорным дан-
ным все источники аномалии, т. е. в априорной 
информации G не хватает данных, способных 
уточнить пространственное положение источ-
ников в терминах пары <D1, D2>.

Вновь обратимся к базовой модели. Пытаясь 
реализовать гарантированный подход при тех 
предпосылках, которые были в примере при-
менения минимаксного алгоритма, мы пришли 
к обескураживающей ситуации: пересечение 
найденных ранее 211 допустимых носителей 
Sj оказалось пусто. Условия задачи были уже-
сточены. Линейные размеры элементов за-
мощения увеличены вдвое; параметрическая 
размерность модели (если под этим понимать 
число элементов ω , составляющих допусти-
мый носитель Sj) уменьшилась примерно вчет-
веро, что повысило устойчивость задачи. Реше-
ние обратной задачи выполняется по точным 
значениям поля. Тем самым принципиально 
достижимый минимум невязки определяется 
близостью интерпретируемого поля и поля 
наилучшей модельной аппроксимации. Макси-
мальное значение допустимой нормы невязки, 
при котором еще удается отыскать несколько 
допустимых носителей и эти носители дают, к 
тому же, непустое пересечение D2, составляет 
около 0,01 мГал. На рис. 3 приведены области 
D1 и D2, построенные по 71 допустимому ре-
шению. Как видно, по отношению к рассмо-
тренной интерпретационной модели возмож-
ности гравиразведки в плане извлечения до-
стоверной информации для целей выделения 
и оконтуривания интрузии оказались весьма 
ограниченными. Это еще раз указывает на не-
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обходимость извлечения иных, не столь «ка-
призных» видов информации.

В работах Т. В. Балк концепция гарантиро-
ванного подхода была перенесена на струк-
турную [Балк, 1992] и линейную [Балк, 1981] 
обратные задачи гравиметрии. В последнем 
случае построения ведутся на всем множестве 
допустимых решений.

Функция предпочтения. Зачастую априор-
ная информация носит размытый характер. 
Взять типичную ситуацию, в которой неопре-
деленность заключена в неточно известных 
границах ε(1) и ε(2) возможного уровня помехи 
ξ в измеренных значениях аномалии. Предпо-
ложим, что априорная информация о помехе 
измерений описывается следующей моделью: 

(1) (2) , ( ) ( ) ( )
min max
i i i  ( (1) (2)

max min ), i=1,2,
где значения ( )

min
i , ( )

max
i  задаются геофизиком. 

Постановки обратной задачи гравиразведки 
при такой информации о помехе предлагались 
к рассмотрению в работах [Балк, 1980; Балк, 
Долгаль, 2011], но без конкретных алгоритмов 
ее решения.

Существует два полярных подхода: ри-
скованный, когда предположительный ин-
тервал нормы помехи максимально сужен — 

(1) (2)
max min , и осторожный, когда берется 

самый широкий интервал для нормы помехи — 
(1) (2)
min max . Первый подход чреват тем, что 

фактическое значение нормы помехи  мо-
жет не принадлежать интервалу [ (1)

max , (2)
min ]. Хо-

рошо еще, если множество Q окажется пустым 
и это укажет на противоречивость модельных 
предпосылок. Но среди допустимых вариантов 
интерпретации всегда отыщутся такие, что не-
вязка наблюденного и модельного полей будет 
меньше фактического уровня помех. В этой 

связи есть риск, что найденные приближенные 
решения в действительности допустимыми не 
являются, и эту ситуацию не отследить. При 
втором подходе, когда множество Q0 заведо-
мо содержит «лишние» (перестраховочные) 
варианты интерпретации, информативность 
интерпретации будет неоправданно занижена. 
Так, при решении обратной задачи в рамках 
гарантированного подхода мера области D1 бу-
дет завышена, а мера области D2 — занижена.

Возникающую дилемму можно разрешить 
следующим образом. Для заданных интерпре-
татором значения m и последовательностей 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
min 1 2 max...i i i i i

m , i=1,2, составим 
цепочку вложенных интервалов (1) (2)

1,m ₀
₀ (1) (2)

1 2,m ₀…₀ (1) (2)
1 , m , содержащих пред-

полагаемое значение нормы помехи в изме-
рениях поля. Интервал в начале цепочки со-
ответствует самому рискованному предполо-
жению о возможном уровне помех, тогда как 
замыкающий ее интервал наверняка содержит 
истинное значение нормы, хотя взят «с запа-
сом». Обозначим через Qr, r=1,2,…,m, множе-
ство допустимых решений ( )r

jS , 1,2,..., rj N= ,
обратной задачи, согласующихся со всей 
априорной информацией, включая предполо-
жение о том, что норма помехи принадлежит 
интервалу (1) (2),p r , p=m–r +1. Очевидно, име-
ют место включения Q1₀Q2₀…₀ Qm (считаем, 
что границы (1)

max  и (2)
min  скорректированы так, 

чтобы не допустить ситуации, когда Q1≠⁴). На 
замощении { }  части пространства, заведомо 
содержащей источники аномалии, построим 
функцию предпочтения:

{ }{ ( )( ) max 1,2,..., : ,r
jr m S

}1,2,..., rj N= (4)

(если ни при одном значении r условие 
( )r
jS  не выполняется для всех j, то пола-

гается v )=0). При v )>v ) из двух 
альтернатив (1) S  и (2) S  более пред-
почтительной является первая, поскольку при 
выполнении включения (2) S обязательно
будет справедливо и включение (1) S . Та-
ким образом, здесь речь идет о более сильном 
выводе, чем тот, который можно сделать на 
основании сопоставления вероятностей со-
бытий (1) S  и (2) S , по которым еще 
нельзя предсказать, какой из элементов 
и  окажется фрагментом носителя S .

Понятно, что для большинства проэкзаме-
нованных элементов  должно быть v )=0.
Для результативности построений важно, что-
бы это равенство не оказалась тождеством. 

Рис. 3. Гарантированный подход к решению обратной 
задачи гравиразведки: 1 — область D1, 2 — область D2,
3 — интрузивное тело.
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Функция v ) задает разбиение области D на 
подобласти

{ }: ( )rD D r ,

0,1,..., (0)r m= , (0)m m , (5)

каждая из которых обладает своей степенью 
чувствительности к неопределенности. Ин-
тервал допустимого значения нормы невязки, 
отвечающий значению r=m(0), есть максималь-
ная мера неопределенности (относительно по-
мехи), при которой область D2, построенная в 
рамках гарантированного подхода, еще не бу-
дет пустой. При этом область D2 — суть объеди-
нение элементов замощения , для которых 
v )=m(0).

Можно было бы не повторяться насчет того, 
что степень строгости наших выводов во мно-
гом определяется мощностью множестваQ0. В 
этой связи отметим следующее. Размытость 
априорных ограничений, заключенная в ярко 
выраженных интервальных характеристиках 
уровня помех, подводит к идее использования 
простых процедур эффективного приумноже-
ния числа допустимых решений обратной за-
дачи. Для простоты изложения возьмем случай 
связного носителя S , заполненного массами 
избыточной плотности . Пусть , — вы-
бранный интерпретатором интервал допусти-
мых значений нормы расхождения наблюден-
ного и модельного полей и S* — допустимый но-
ситель, построенный с помощью монтажного 
метода и отвечающий всей априорной инфор-
мации, а вместе с известной плотностью воз-
мущающих масс — и заданному ограничению 
на достигнутое значение ε* невязки: * , .

Ближе к своему завершению монтажный 
итерационный процесс неоднократно выхо-
дит на текущие приближения *

iS  к *S , при 
которых достигаются допустимые значения 

* ,i  невязки. Однако включить эти но-
сители в множество Q0 нельзя, так как значе-
ния *

i  плотности, минимизирующие невязку 
на соответствующем шаге, не совпадают с ис-
тинной плотностью  — в целом приближен-
ное решение ( *

iS , *
i ) не является допустимым 

решением обратной задачи. В то же время за-
дача проста и речь идет, всего-то, о проблеме 
ухудшения (!) невязки — проблеме, постановка 
и разумный смысл которой в рамках стерео-
типного мышления вряд ли могли когда-то об-
суждаться. Но увеличить невязку много проще, 
чем ее уменьшить. Читатель смог бы сам пред-
ложить не одну схему, в которой путем незна-
чительных «деформаций» носителя *S  удастся 

при закрепленной плотности  «пробежать» 
целый ряд «новых» допустимых решений об-
ратной задачи.

На основе нашей базовой модели источни-
ка гравитационной аномалии была выполнена 
серия расчетов с целью построения функции 
предпочтения v ) при различных максималь-
но допустимых величинах ε среднеквадрати-
ческого значения помехи. Длина стороны эле-
ментов замощения составляет 50 м, случайная 
помеха в интерпретируемых значениях анома-
лии отсутствует. На рис. 4 дано графическое 
изображение функции предпочтения v ) для 
трех значений ε. При значении ε=0,004 мГал
найдено 22, при ε=0,005 мГал — 72, а при 
ε=0,007 мГал — 252 допустимых решения. При 
ε=0,007 мГал уже не удается указать ни одного 
элемента , для которого v )=1. Иначе гово-
ря, становится невозможным гарантированно 

Рис. 4. Функция предпочтения для разных значений макси-
мально допустимой невязки: =0,004 мГал (а); =0,005 мГал
(б); =0,007 мГал (в): 1 — области, для которых 0< ( )<1;
2 — области, для которых ( )=1; 3 — интрузивное тело.
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выделить ни один фрагмент возмущающего 
объекта.

Функция локализации. Впервые эта функ-
ция была введена в работе [Долгаль, Шархи-
муллин, 2011] в связи с проблемой повышения 
достоверности интерпретации гравитационной 
аномалии, обусловленной локальным возму-
щающим объектом S  избыточной плотности 

( )X , X S . Тогда, когда плотность ( )X не-
известна, она играет роль, своего рода, мешаю-
щего параметра в интерпретационной модели.

Идея предложить функцию локализации — 
не что иное, как реакция на удачное стечение 
двух обстоятельств. Первое — успешное за-
вершение цикла теоретических исследований 
по созданию достаточно гибких монтажных 
технологий построения отдельных допусти-
мых решений обратной задачи гравиразведки 
рудного типа и основанных на них алгоритмов 
построения достаточно представительных се-
мейств Q0 допустимых решений. По результа-
там исследований в течение последних 20 лет 
было опубликовано несколько десятков работ с 
примерами апробации монтажных технологий 
на модельных и практических примерах сред-
ней степени сложности. Второе — возросшие 
возможности вычислительной техники, доста-
точные для создания конструктивных алгорит-
мов интерпретации на основе этой функции, 
позволяющей детерминистскими средствами 
решать задачи, которые до недавнего времени 
относились к прерогативе информационно-
статистического направления в теории интер-
претации потенциальных полей.

Итак, пусть, как всегда, G — совокупная 
априорная информация, предварительно вы-
раженная в терминах элементов структуры мо-
дельного класса M всевозможных объединений 
конечного числа элементов , которые обра-
зуют замощение { }T изучаемой части D
геологического пространства. Положим также, 
что N — число допустимых носителей Sj, кото-
рые удалось построить интерпретатору за от-
веденное время. На декартовом произведении 
T×Q0 построим вспомогательную функцию:

1,
( , )

0,
j

j
j

S
S

S . (6)

Тогда

( )
( )

1
,

N

j
j

S

N
= (7)

является функцией локализации с областью 
значений [0,1]. В содержательном плане зна-

чение ϕ ) есть частота, с которой элементар-
ная область пространства  выступает в роли 
фрагмента допустимого носителя из множе-
ства Q0. Частоты ϕ ) можно рассматривать 
как оценки вероятности обнаружения возму-
щающих масс в объеме .

Из четырех представленных здесь подхо-
дов к извлечению полезной информации об 
источниках поля, базирующихся на нетради-
ционном определении результата интерпрета-
ции, гарантированный подход можно считать 
предтечей трех других. В этой связи интерес-
но знать, где эти подходы пересекаются. Если 
функция ϕ и области D1, D2 построены по одно-
му и тому же множеству Q0₁Q допустимых 
решений, то ϕ )=0 для всех ₀D2 и ϕ )=0
для всех ⁹D2, а также ϕ )₀(0,1) для ₀D1/
D2. Таким образом, подход с извлечением по-
лезной информации с помощью функции ло-
кализации более гибок, чем гарантированный 
подход, который, по сути, оперирует лишь с 
крайними значениями вероятности — 0 и 1. 
Гарантированный подход, вопреки здравому 
смыслу геофизика, который осознанно или 
нет всегда оперирует с доверительной веро-
ятностью, отказывает любому элементу замо-
щения  считаться фрагментом неизвестного 
носителя, если множество Q содержит хотя бы 
один допустимый носитель, для которого эле-
мент ω  ему не принадлежит. По этой причине 
результаты гарантированного подхода, как мы 
это успели заметить на предыдущих примерах, 
нередко оказываются обескураживающими — 
D2=⁴. Разумеется, эти замечания не отрицают 
значимость гарантированного подхода.

На рис. 5, а приведена вертикальная карта 
функции локализации ϕ ), построенная по 
результатам синтеза 310 решений обратной за-
дачи гравиразведки, построенных в рамках ре-
гулярного замощения (длина стороны квадрат-
ного элемента 50 м) по полю, не осложненному 
помехой. Последнее обстоятельство считается 
неизвестным, так что за допустимое принима-
ется любое решение, обеспечивающее невяз-
ку 0,01 мГал. Максимальное значение ϕ )
равно 0,84.

Остается сказать, что по аналогии функцию 
локализации можно распространить на моде-
ли многосвязных распределений источников 
аномалии с несовпадающими законами рас-
пределения плотности масс по парциальным 
носителям.

Функция обнаружения. Эта функция, анон-
сированная в работе [Балк, Долгаль, 2014], име-
ет много общего с функцией локализации. Но, 
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Рис. 5. Функции локализации (а)
и обнаружения (б): 1 — изолинии 
функции ϕ ); 2 — профили 1 и 
2, на которых приведена функ-
ция F(X, h); 3 — графики функции 
F(X, h); 4 — интрузивное тело.

в отличие от последней, она ориентирована 
на определенный класс задач. Если функция 
локализации направлена на количественную 
оценку уровня неопределенности в исходной 

информации G без привязки к тому, как ее 
предполагается в дальнейшем использовать, 
то функция обнаружения обслуживает класс 
задач, возникающих при заверке гравитацион-
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ных аномалий. Каждая из этих двух функций 
не является частным случаем другой и может 
быть построена только по первоначальной ин-
формации — множеству Q0.

Ставится задача построения оценки вероят-
ности подсечения кровли аномального объекта 
вертикальной (заверочной) скважиной глуби-
ны h, заданной в точке X0=(x0, y0, z0) произволь-
ного рельефа земной поверхности. Предпосыл-
ка к привлечению детерминистских приемов 
к решению задачи кроется в возможности 
восполнить (пусть частично) недостающую 
информацию о вероятностных свойствах по-
мех измерений результатами статистической 
обработки некоторого множества Q0 допусти-
мых вариантов интерпретации.

Как и прежде, будем считать, что аномалия 
Δg, заданная своими приближенными значе-
ниями в конечном числе точек, обусловлена 
массами, распределенными по парциальным 
носителям kS , k=1,2,…,n, с заданными плотно-
стями ( )k X , и класс M — совокупность всех 
n-связных объединений конечного числа эле-
ментов замощения. Построения будут более 
наглядны, если структура замощения есте-
ственным образом допускает тройную индек-
сацию своих элементов ω , причем индекс γ 
возрастает с увеличением глубины погруже-
ния элементов ω , и для любых фиксирован-
ных α и β проекции всех элементов ω  на 
плоскость z=0 совпадают. Этому условию удо-
влетворяют, в частности, многие регулярные 
замощения параллелепипеда D.

Положим, что число N различных вариан-
тов интерпретации, которые можно построить 
с помощью монтажных технологий, ограниче-
но лишь временем, которое отведено на реше-
ние задачи, причем вычислительные затраты, 
связанные с поиском очередного допустимо-
го решения { }* * * *

,1 ,2 ,, ,...,i i i i n , не возраста-
ют с увеличением мощности множества уже 
найденных решений. С учетом возможности 
допустимого решения порождать целые се-
мейства других допустимых решений (мы на 
это уже акцентировали внимание), доставляю-
щих пусть несколько большие, но приемлемые 
значения невязки, можно считать, что принци-
пиальной преграды для увеличения мощности 

0N Q=  множества Q0 до некоторых разумных 
пределов не существует.

Перейдем собственно к построению функ-
ции обнаружения F(X,h), позволяющей по за-
данному (заранее сформированному) множе-
ству Q0 допустимых носителей * дать оценку 
вероятности подсечения кровли возмущающе-

го объекта вертикальной (заверочной) скважи-
ной глубины h, заданной в точке X. В основу 
конструкции этой функции и, собственно, ал-
горитма ее построения положим логическую 
посылку, которая лежит и в основе конструк-
ции функции локализации. Будем считать, что 
коль скоро каждая из найденных конфигура-
ций *

0i Q  в равной мере претендует на то, 
что именно она является носителем S  (или его 
наилучшей аппроксимацией), то чем больше-
му числу допустимых носителей принадлежит 
какой-то элемент замощения, тем предпочти-
тельней гипотеза, что этот элемент является 
фрагментом носителя S . Продолжая мысль, 
можно прийти к выводу: чем большее количе-
ство N  носителей *

i  содержит хотя бы один 
элемент ω , s≤γ, расположенный не ниже 
элемента ω , то допущение, что скважина, 
пробуренная в область ω , подсечет возму-
щающий объект (и не обязательно в границах 
этой области ω ), является достаточно обо-
снованным. За оценку вероятности подсечения 
возмущающего тела вертикальной скважиной, 
пробуренной в точку, лежащую в пределах об-
ласти ω , возьмем отношение

( ) , ,
1 , ,

N
F

N
. (8)

Пусть, повторимся, X0=(x0, y0, z0) — точка 
задания заверочной скважины глубины h;
α(0), β(0) — значения индексов α, β всех тех 
элементов замощения ω , чьи проекции на 
горизонтальную плоскость содержат точку 
(x0, y0) 0 0( , )x y , а ω — тот из элемен-
тов, который содержит точку (x0, y0, z0+h). Тогда 
F(X0,h)= F1=(ω ) — оценка вероятности 
подсечения возмущающего тела вертикальной 
скважиной, пространственное расположение 
которой характеризуется парой (X0, h). Функ-
цию F (X, h) авторы предложили назвать функ-
цией обнаружения.

Последний раз используем базовую модель 
и те 310 допустимых решений, которые были 
найдены для построения функции локализа-
ции. На рис. 5, б приведены графики функции 
обнаружения F(X, h) по горизонтальному про-
филю 1 (h = –0,5 км) и вертикальному профи-
лю 2 ( = 0,8 км), пересекающим возмущающий 
объект. Рекомендуемые плановое положение 
и глубина скважины, проектируемой с целью 
обнаружения возмущающего объекта, на-
глядно видны из графиков функций F (X, –0,5)
и F(0,8; h).

Заключение. Вряд ли кто из геофизиков 
станет отрицать, что главным показателем эф-
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фективности математической интерпретации 
данных гравиразведки являются объем и каче-
ство полезной информации об изучаемой плот-
ностной среде, которую удается извлечь из 
решения соответствующей обратной задачи. 
Если исходить из этого, то едва ли ни наиболее 
значимой и заметной коллизией, сопровожда-
ющей развитие теории интерпретации грави-
тационных полей на протяжении нескольких 
последних десятилетий, можно назвать стрем-
ление отыскать «мегаоптимальный» критерий 
выбора наилучшего варианта решения обрат-
ной задачи вопреки тому очевидному факту, 
что любое из двух конкурирующих решений, 
каким бы критериям оптимальности они ни 
отвечали, не может гарантированно утверж-
дать о своем превосходстве. Не потому ли для 
большинства известных алгоритмов решения 
обратных задач гравиразведки характерно 
лишь «ходить» вокруг этого главного показа-
теля эффективности интерпретации, пытаясь 
подменить ответ на прямой вопрос о конкрет-
ных свойствах конкретного решения обратной 
задачи некими рассуждениями, которые, на 
первый взгляд, можно принять за ожидаемый 
ответ. Из данных измерений невозможно из-
влечь больше того, что в них заложено. Просто 
из-за абсолютизации единичных оптимальных 
решений обратной задачи гравиразведки — 
как единственно возможной формы представ-
ления результатов количественной интерпре-
тации — геофизики долгое время не замечали 
новые типы полезной информации, которую 
можно извлекать из гравитационных измере-

ний с помощью алгоритмов, основанных на 
иных математических формах представления 
результатов интерпретации.

В рассмотренной статье предложена груп-
па таких алгоритмов, которые могут работать 
независимо друг от друга, либо в различных 
сочетаниях, позволяя с разных сторон по-
дойти к проблеме локализации и детализации 
возмущающих объектов и частично погасить 
первоначальную неопределенность. Во главу 
угла ставятся вопросы достоверности резуль-
татов и их информативности. Так, с помощью 
функции локализации можно оценить вероят-
ность обнаружения возмущающих объектов в 
изучаемой части геологического пространства 
и связать эту информацию с рекомендациями 
по выбору координат и проектных глубин за-
верочных буровых скважин, выработанными с 
помощью функции обнаружения. Либо на осно-
ве концепции минимакса отыскать допустимое 
решение Sopt обратной задачи гравиразведки, 
оптимальное с точки зрения содержащегося 
в этом решении гарантированного объема 
скрытой информации, а оставшуюся неопре-
деленность понизить благодаря включениям 
D2₀Sopt₀D1, обеспечиваемым гарантирован-
ным подходом.

Общим фундаментом для предложенных 
алгоритмов служит репрезентативное подмно-
жество Q0 допустимых вариантов интерпрета-
ции. От того, сколь успешно удастся решить 
проблему построения такого множества, в зна-
чительной степени зависит успех применения 
предложенных алгоритмов.
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Joint use of inverse gravity problem methods to increase 
interpretation informativity

© Р. I. Вalk, A. S. Dolgal, T. V. Balk, L. A. Khristenko, 2015

This paper offers classification of information types that may be contained in the results of solving 
inverse gravity and magnetometry problems. There is argued that in terms of this classification most 
of the known algorithms for quantitative interpretation potential fields are substantially equivalent 
— none of them can guarantee a higher quality of solution results the inverse problem. It is proved 
that the main reason such equivalence are scalar criteria pairwise comparison of admissible solu-
tions the inverse problem in order to select the best of them. Proposes several new approaches to the 
solution of inverse problems, based on alternative mathematical forms of representation the results 
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