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Передмова

Майже в усiх роздiлах фiзики виникає необхiднiсть вивчення
нелiнiйних хвильових процесiв як з метою поглиблення розумiн-
ня фундаментальних законiв природи, так i для застосування
результатiв дослiдження у важливих технiчних впровадженнях.
Розширення уявлень про фiзичнi явища та розумiння нелiнiйно-
стi законiв природи потребує розроблення нових модельних пiд-
ходiв. Бiльшiсть природних i рукотворних середовищ не є без-
структурними, а утворенi твердими, рiдкими та газовими ком-
понентами. Представники таких середовищ — геофiзичне сере-
довище, газосуспензiї, пiни, композити тощо. Розвиток технiки
експерименту показав, що на еволюцiю хвильових рухiв впливає
внутрiшня структура середовища [85, 94, 96, 99, 113, 116, 148, 150].
Ефекти неоднорiдностi iстотно ускладнюють дослiдження i во-
дночас проявляються з найбiльшою повнотою пiд час поширен-
ня нелiнiйних хвиль. До нелiнiйного прояву хвильових процесiв
у природних середовищах можна вiднести такi явища, як, на-
приклад, солiтоноподiбнi властивостi P -хвилi [41] та збiльшення
нелiнiйних ефектiв у структурованих середовищах порiвняно з
однорiдними середовищами [116, 148, 150]. Iнтенсивнi високогра-
дiєнтнi навантаження (наприклад, вибух, землетрус) створюють
умови для незворотних процесiв у середовищi. Незворотнiсть i
нелiнiйнiсть хвильових процесiв у структурованих середовищах
є головними особливостями фiзичних явищ, яким буде придiлено
особливу увагу.

Бiльшiсть середовищ за умови локальної рiвноваги можна
вважати безструктурними. Традицiйно припускають, що збурен-
ня з довжиною хвилi λ, що значно перевищує характерний роз-
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Передмова

мiр ε структурних неоднорiдностей, поширюються в них, як в
однорiдних. Вiдомо, що з погляду механiки суцiльного середо-
вища можлива iдеалiзацiя реального середовища за допомогою
однорiдного середовища. У багатьох випадках це дало змогу до-
сягти значного успiху пiд час опису хвильових процесiв (див.,
наприклад, публiкацiї [4, 110,195]).

На акустичному рiвнi структуру середовища вдається враху-
вати у межах моделей однорiдного середовища за певними ди-
сперсно-дисипативними властивостями [13,65]. Континуальнi мо-
делi [71, 80, 114, 178] також застосовують для опису нелiнiйних
хвиль, а середовище вважають пружним або в’язкопружним, або
ж пружно-пластичним однорiдним середовищем [71, 88]. За та-
ких пiдходiв структуру середовища враховують побiчно через
кiнетичнi параметри (час релаксацiї, коефiцiєнти в’язкостi то-
що) [4, 88, 150].

Методами класичної механiки суцiльного середовища [86] i
статистичної фiзики [103] обґрунтовано модель взаємопроникно-
го континууму [86], яка створена для опису динамiчної поведiнки
багатокомпонентних середовищ. Фундаментальне припущення в
теорiї сумiшей [178] збiгається з припущенням у моделi взаємо-
проникного континууму [86] i полягає в тому, що кожен мiкро-
об’єм dv мiстить частинки, що належать кожному компоненту.
Рiвняння руху записують для кожного компонента окремо, вони
мiстять члени, що описують масову, силову i теплову взаємодiї
мiж компонентами. В цiлому проблема ускладнюється можливi-
стю оперувати доволi обмеженою кiлькiстю експериментальних
даних для встановлення теоретичних спiввiдношень мiж макро-
параметрами на рiвнi взаємодiї компонентiв. Подальшого роз-
витку моделей структурованих середовищ досягають, застосо-
вуючи методи елементної динамiки. Детальне врахування руху
окремих елементiв структури i хвильових процесiв у них призво-
дить до складних математичних моделей, а розмаїття взаємодiй
та обмiнних процесiв у багатокомпонентних середовищах пере-
шкоджає i навiть часто унеможливлює коректне математичне
моделювання хвильових процесiв. Пiд час аналiтичного дослi-
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Передмова

дження закономiрностей течiй за допомогою цих моделей вини-
кають певнi труднощi.

Метою монографiї є опис поведiнки багатокомпонентних се-
редовищ у термiнах фiзичних систем. Для опису хвильових про-
цесiв у середовищах iз мiкроструктурою запропоновано асимпто-
тичну усереднену модель. На мiкрорiвнi поведiнка середовища
пiдпорядковується тiльки законам термодинамiки. Водночас на
макрорiвнi рух середовища можна описати законами хвильової
динамiки.

У роздiлi 1 наведено аналiз слабкої нелiнiйностi, яка пов’яза-
на зi структурою середовища, пiд час поширення довгих хвиль.
Для опису хвильових процесiв у середовищах iз мiкрострукту-
рою використано асимптотичну усереднену модель [26–30,34,200–
202]. Доведено, що тiльки на акустичному рiвнi за допомогою
дисперсно-дисипативних властивостей середовища вдається опи-
сати поширення довгих хвиль i що лише в цьому випадку дина-
мiчну поведiнку середовища можна моделювати за допомогою
однорiдного релаксiвного середовища [27,201]. Разом з тим чут-
ливiсть довгої хвилi значної амплiтуди до структури середовища
така висока, що поведiнку структурованого середовища не мо-
жна моделювати однорiдним середовищем. Важливим результа-
том, передбаченим цiєю моделлю, є збiльшення нелiнiйного ефе-
кту пiд час поширення хвилi скiнченної амплiтуди в середовищi
з мiкроструктурою, навiть якщо окремi компоненти середовища
описують лiнiйним законом.

Безперечно, фiзичнi процеси i явища, що вiдбуваються в при-
родi, мають складний нелiнiйний характер. Дедалi бiльше дослiд-
никiв звертаються до математичних моделей, в яких враховано
нелiнiйнiсть реальних явищ. У роздiлi 2 для моделювання поши-
рення нелiнiйних високочастотних збурень у релаксiвному сере-
довищi запропоновано еволюцiйне нелiнiйне рiвняння. На вiдмi-
ну вiд низькочастотних збурень, якi пiдпорядкованi рiвнянню
Кортевега—де Врiза (the KdV equation), для високочастотних
збурень виведено нелiнiйне еволюцiйне рiвняння, яке в науковiй
лiтературi отримало назву рiвняння Вахненка (the Vakhnenko

5



Передмова

equation). Знайдено зв’язок цього рiвняння з рiвнянням Уiзема
(the Whitham equation). Проведено аналiз хвильового рiвняння
та знайдено його точнi перiодичнi розв’язки, а також дослiджено
взаємодiю солiтонiв.

У роздiлi 3 розглянуто низку питань, якi стосуються моде-
лювання хвильових течiй у середовищах, що складаються з рiв-
номiрно розподiлених компонентiв — газового та конденсовано-
го. На вiдмiну вiд дослiджень, наведених у роздiлi 1, для моде-
лювання хвильових рухiв розвинуто асимптотичну усереднену
модель, що не обмежується припущенням про баротропне се-
редовище. При поширеннi ударних хвиль у двофазних середо-
вищах особливий iнтерес становить явище пониження ударної
дiї вибуху. Виявляється, що ефективнiсть середовища як лока-
лiзатора дiї вибуху залежить вiд його здатностi перетворювати
енергiю газового компонента в енергiю конденсованої фази, яка
не дає внеску в тиск. Внаслiдок наявностi внутрiшнiх обмiнних
процесiв зв’язок мiж внутрiшньою енергiєю, тиском i питомим
об’ємом (рiвняння стану) неоднозначний. Для газорiдинних су-
мiшей у припущеннi одношвидкiсного наближення обґрунтовано
рiвняння стану з єдиних позицiй — теплової релаксацiї. Проана-
лiзовано вплив об’єму нестисливого компонента на хвильовi ру-
хи. Рух двофазного середовища з визначеною точнiстю подiбний
до руху iдеального газу, що дає змогу використовувати вiдомi
методи газодинамiки iдеального газу для розв’язання ударно-
хвильових задач. На прикладi задачi про сильну стадiю вибуху
в двофазному середовищi продемонстровано можливостi розроб-
леного методу.

У роздiлi 4 на прикладi розв’язування задачi про точкове ви-
дiлення енергiї описано динамiчну поведiнку двофазного сере-
довища, вплив релаксацiйних ефектiв мiжфазної взаємодiї, що
дало змогу проаналiзувати основнi закономiрностi течiї пiд час
ударного навантаження. Ця задача набуває значної ваги у зв’яз-
ку з практичною можливiстю зменшити негативну дiю ударних
хвиль. У роздiлi розглянуто основнi характеристики i властиво-
стi самого середовища, за якими можна досягти того чи iншого
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ступеня загасання ударної хвилi i визначити вплив параметрiв
ударного навантаження, зокрема, енергiї вибуху на загасання
ударної хвилi.

Безперечно, вплив структури середовища на хвильовi поля є
суттєвим. Важливим результатом, передбаченим асимптотичною
усередненою моделлю, є збiльшення нелiнiйного ефекту в проце-
сi поширення хвилi скiнченної амплiтуди в середовищi з мiкро-
структурою, навiть якщо окремi компоненти середовища пiдпо-
рядкованi лiнiйному закону. Разом з тим постає питання: чи до-
статньо iнформацiї мiститься в хвильовому полi, щоб вiдтворити
структуру середовища? В роздiлi 5 доведено, що з певною точ-
нiстю можна визначити властивостi середовища за хвильовими
полями. Отже, ефект збiльшення нелiнiйностi забезпечив тео-
ретичне пiдґрунтя для нового методу дiагностики властивостей
середовища довгими нелiнiйними хвилями. Метод дiагностики
середовища теоретично обґрунтовано на пiдставi асимптотичної
усередненої моделi структурованого середовища.

Важливим об’єктом дослiдження є геофiзичне середовище,
зокрема пiсковики. Експериментальнi залежностi деформацiї вiд
напруження для гiрських порiд пiд дiєю механiчних наванта-
жень вказують на нелiнiйну поведiнку цих середовищ. У мо-
нографiї запропоновано феноменологiчнi моделi для опису як
залежностi напруження—деформацiя для пiсковику пiд дiєю ква-
зiстатичного навантажування (роздiл 6), так i динамiчної пове-
дiнки стрижня пiсковику в режимi резонансного навантажуван-
ня (роздiл 7). Моделi адекватно описують головнi експеримен-
тальнi результати, а саме: а) гiстерезисну поведiнку резонансної
кривої; б) лiнiйне зменшення резонансної частоти iз зростанням
рiвня навантаження; в) поступове вiдновлення (зростання) ре-
зонансної частоти за низьких рiвнiв навантажень пiсля того, як
зразок початково зазнав великого навантаження. В межах за-
пропонованого формалiзму вдалося передбачити незвичайний гi-
стерезис iз пам’яттю про кiнцеву точку в динамiчнiй реалiзацiї.
Цей ефект проявляється у виглядi малих гiстерезисних петель
усерединi великої петлi [220]. Нашi теоретичнi прогнози експери-
ментально пiдтверджено в Лос-Аламоськiй Нацiональнiй лабо-
раторiї [222].
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Вважаємо своїм приємним обов’язком подякувати колегам за
творчу атмосферу, обмiн iдеями та обговорення результатiв. Ви-
словлюємо особливу подяку Дж. Паркесу (E.J. Parkes) за багато-
рiчну плiдну спiвпрацю з вивчення нелiнiйних еволюцiйних рiв-
нянь, щиру вдячнiсть Т. Шенкланду (T.J. Shankland), Дж. Тен-
Кейту (J.A. TenCate) i П. Джонсону (P.A. Johnson) з Лос-Ала-
моської Нацiональної лабораторiї за спiвробiтництво, яке стиму-
лювало спiльнi науковi дослiдження з моделювання динамiчної
поведiнки природних середовищ. Складаємо подяку всiм спiвав-
торам наукових робiт, спiлкування з якими сприяло формуванню
наших уявлень про роль i мiсце нелiнiйної хвильової динамiки
в сучаснiй науцi. Щиро вдячнi В.А. Даниленку, В.М. Кудiнову,
Б.I. Паламарчуку, С.Г. Лебiдь, А.Т. Малахову, О.В. Черкашину i
В.В. Кулiчу за плiднi дискусiї та постiйну увагу до наших робiт,
а також усiм, хто сприяв виходу в свiт цiєї монографiї.
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Роздiл 1

Асимптотична усереднена
модель структурованих
середовищ

Сучасний стан експериментальних дослiджень потребує удо-
сконалення моделей неоднорiдних середовищ з детальним ура-
хуванням їхньої структури. Реальнi середовища не є однорiдни-
ми. Наприклад, геофiзичне середовище має складну iєрархiчну
внутрiшню структуру. Виявляється, що вiдношення характерних
розмiрiв мiж сусiднiми iєрархiчними рiвнями є сталою величи-
ною [94,96,99]. Внутрiшня структура середовища впливає на по-
ширення хвиль, якi виникають як результат високоградiєнтних
швидкоплинних процесiв (вибух, землетрус) [85,95,99].

Як правило, для побудови моделей тiєю чи iншою мiрою ви-
користовують формалiзм механiки суцiльного середовища. В та-
ких випадках початковим є принцип локальної дiї, що дає мо-
жливiсть перенести закони механiки точкової маси на суцiль-
не середовище [195]. Пiд час перетворення iнтегральних рiвнянь
збереження у диференцiйнi 1 рiвняння припускають iснування
диференцiйно малого мiкрооб’єму dv. З одного боку, цей об’єм

1За Українсько-росiйським словником наукової термiнологiї (Київ; Iр-
пiнь: Перун, 2004).
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настiльки малий, що можна поширити закони механiки точкової
маси на весь мiкрооб’єм dv, з iншого — мiкрооб’єм, хоч i ма-
лий порiвняно з об’ємом усього середовища, все ж мiстить так
багато структурних елементiв середовища, що в цьому сенсi вiн
може бути розглянутий як макроскопiчний. Отже, перехiд до ди-
ференцiйних рiвнянь збереження ґрунтується на такому припу-
щеннi: розмiр мiкроструктурних масштабiв ε малий порiвняно
з характерним макроскопiчним масштабом течiї λ, що виправ-
довує граничний перехiд ε/λ → 0. Загалом стягування об’єму
dv в точку є правильним для неперервних функцiй [178, 195].
Це означає, що всi точки всерединi диференцiйно малого об’єму
еквiвалентнi. Тому еквiвалентнiсть точок у мiкрооб’ємi обґрун-
товує припущення про використання усереднених характеристик
хвильового поля. Отже, рiвняння руху можуть бути записанi в
усереднених характеристиках, таких як густина, масова швид-
кiсть, тиск, що властивi кожному окремому компоненту середо-
вища. Зауважимо, що характернi структурнi розмiри окремих
компонентiв у цих моделях явно не фiгурують.

У разi застосування моделей однорiдного середовища до опи-
су динамiчних хвильових процесiв у структурованому середо-
вищi виникають деякi принциповi труднощi [88, 94, 96, 99, 148].
У цiй монографiї структуру середовища розглянуто на макро-
рiвнi. Ми вiдмовилися вiд припущення, що диференцiйно малий
об’єм dv мiстить усi компоненти середовища, хоч i розглянуто
довгохвильовi наближення, коли довжина хвилi λ набагато бiль-
ша за характерну довжину структури середовища ε (рис. 1.1).
Вважаємо, що окремо взятий компонент структурованого сере-
довища моделюється однорiдним середовищем (диференцiйно ма-
лий об’єм dv значно менший за характерний розмiр окремого
компонента). Згiдно з математичним аналiзом методом асимпто-
тичного усереднення [6, 7], структура середовища безпосередньо
впливає на нелiнiйнi хвильовi процеси навiть для збурень з дов-
жиною хвилi, що значно перевищує розмiри неоднорiдностей.
Математичне формулювання цього твердження означає, що си-
стема усереднених рiвнянь не виражається в усереднених харак-
теристиках (тиск, масова швидкiсть, питомий об’єм) i мiстить
члени з характерним розмiром окремих компонентiв.

10



1.1. Основнi положення i початковi рiвняння

Äîâæèíà õâèë³ çáóðåííÿ, 

Ïåð³îä, ε

Äèôåðåíö³éíî ìàëèé îá’ºì, dv

λ

Рис. 1.1. Модель шарувато-неоднорiдного середовища з двома одно-
рiдними компонентами в перiодi

Iнтенсивнi хвилi виводять середовище з рiвноваги. Крiм то-
го, незбурене середовище може перебувати в одному з нестiйких
стацiонарних станiв. Так, геофiзичне середовище в сучасних уяв-
леннях є вiдкритою термодинамiчною системою, здатною обмi-
нюватися масою i енергiєю пiд час взаємодiї iз зовнiшнiми чинни-
ками [94, 99]. До того ж зовнiшнє збурення зумовлює внутрiшнi
обмiннi процеси. Стан середовища далекий вiд рiвноваги i, як
вважають [45, 89, 126], у таких вiдкритих нерiвноважних систе-
мах може утворитися структура. Стан середовища неможливо
описати в межах уявлень рiвноважної термодинамiки. У зв’язку
з цим iснує потреба розробляти новi математичнi моделi струк-
турованих середовищ, враховуючи при цьому нелiнiйнiсть хви-
льових збурень та незворотнiсть внутрiшнiх обмiнних процесiв.

1.1 Основнi положення i початковi
рiвняння

Елементарними неоднорiдними середовищами, для яких мо-
жна проаналiзувати вплив структури, є середовища з регуляр-
ною структурою. Регулярнiсть структури i нелiнiйнiсть дослi-
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Роздiл 1. Асимптотична усереднена модель структурованих середовищ

джуваних хвильових процесiв визначають вибiр математичних
моделей. Лiнiйнi розмiри тiла є значно бiльшими, нiж розмiр не-
однорiдностей, проте неоднорiдностi настiльки великi, що їхнiй
стан описують класичними рiвняннями суцiльного середовища
(рис. 1.1) [46,76,100].

Закономiрностi поширення довгохвильових збурень дослiджу-
ємо на прикладi середовища з регулярною структурою, вважаю-
чи, що i напруження, i масова швидкiсть є неперервними функ-
цiями на межi сусiднiх компонентiв (див. рис. 1.1). Якщо розмiр
структури є малим порiвняно з характерною довжиною хвильо-
вого збурення (ε ≪ λ), систему рiвнянь виводять, ґрунтуючись
на усередненнi рiвнянь руху, якi описують поведiнку системи на
нижчому iєрархiчному рiвнi [19, 26–28,34]. З одного боку, це дає
змогу спростити початкову систему рiвнянь, з iншого — розро-
бити числовi методи розв’язування задач хвильової динамiки в
неоднорiдних середовищах.

Асимптотична природа усереднених методiв стала зрозумi-
лою вiдносно недавно. Процеси у середовищах з мiкрострукту-
рою математично можуть бути представленi iз швидкоосцилю-
ючими коефiцiєнтами. Метод усереднення найзручнiше застосу-
вати до середовищ з перiодичною чи квазiперiодичною структу-
рою. Тодi для середовищ з регулярною структурою коефiцiєнти
є перiодичними функцiями. Для вивчення динамiки поведiнки
середовищ регулярної структури застосовують асимптотичний
метод усереднення рiвнянь iз швидкоосцилюючими перiодични-
ми коефiцiєнтами [6–8,12,82,91,181]. Метод був математично об-
ґрунтований для опису механiки композитних матерiалiв.

Для опису динамiчної поведiнки багатокомпонентних середо-
вищ на нижчому iєрархiчному рiвнi у феноменологiчному пiдходi
використовують методи суцiльного середовища. При цьому вва-
жають, що кожен мiкрооб’єм перебуває в рiвновазi (припущення
про локальну рiвновагу). Це робиться з метою введення термо-
динамiчних величин — густини, тиску, енергiї тощо. Динамiчнi
процеси, у тому числi хвильовi, характеризують ще такими вели-
чинами, як масова швидкiсть, швидкiсть поширення хвильових
збурень, наприклад ударної хвилi.
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Кожен окремий компонент як неоднорiднiсть у межах ло-
кальної рiвноваги вдається описувати рiвнянням руху суцiльного
середовища. Зрозумiло, що параметри потоку i характеристики
середовища змiнюються вiд компонента до компонента внаслiдок
iндивiдуальних властивостей компонентiв, тодi як вигляд самих
рiвнянь руху залишається однаковим. Для побудови моделей ди-
намiчної поведiнки природних середовищ пiдхiд на засадах ре-
лаксацiйного формалiзму вважають загальнiшим, нiж пiдхiд у
межах рiвноважної термодинамiки. Для створення фiзичних мо-
делей поширення хвильових збурень у середовищах iз складною
кiнетикою взаємодiї всерединi окремих компонентiв та мiж са-
мими компонентами пiдхiд на пiдставi загальних уявлень про
релаксацiйну природу явищ є перспективним.

У результатi поширення хвильових збурень порушується вну-
трiшня рiвновага в середовищi. Внутрiшнi процеси взаємодiї пра-
гнуть повернути систему до рiвноваги. Таку взаємодiю характе-
ризують внутрiшнi змiннi (мiкропараметри). На макрорiвнi ж
систему описують макропараметрами, такими як тиск p, масо-
ва швидкiсть u, густина ρ. Про змiну макропараметрiв за змi-
ни внутрiшнього параметра говорять, як про релаксацiю. Вико-
ристання моделi релаксiвного середовища, з огляду на нерiвно-
важну термодинамiку [53, 126], є бiльш загальним порiвняно з
рiвноважними моделями для опису еволюцiї хвильового збурен-
ня. Зрозумiло, що фiзичнi моделi динамiчної поведiнки багато-
компонентних середовищ i їх математичне представлення є склад-
нiшими, нiж для однорiдних середовищ. Однак такi моделi заслу-
говують на увагу з урахуванням їх фiзичної адекватностi з до-
слiджуваними явищами.

У загальному випадку релаксацiйнi процеси властивi кожно-
му компоненту середовища. Розглянемо один окремо взятий ком-
понент i запишемо для нього динамiчне рiвняння стану. Виходи-
тимемо з феноменологiчного формалiзму, розвиненого у публi-
кацiях [16, 38, 78, 106, 107, 122, 126, 127, 165]. Обмежимося розгля-
дом баротропних середовищ, незважаючи на те, що такий пiдхiд
звужує застосування результатiв, але значно спрощує опис, за-
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лишаючи суть цього питання — зумовленiсть хвильових течiй
релаксацiйною природою цих явищ. За визначенням, рiвняння
стану баротропного середовища у рiвновазi є однопараметрич-
ним p = p(ρ). Однак як результат релаксацiї в рiвняннi стану
з’являється внутрiшнiй параметр β, який визначає повноту за-
вершеностi релаксацiї:

p = p(ρ, β). (1.1.1)

Укажемо на два граничнi випадки:
а) вiдсутнiсть релаксацiї β = 1:

p = p(ρ, 1) = pf (ρ); (1.1.2)

б) релаксацiя встигає пройти, настає локальна термодинамiчна
рiвновага β = 0:

p = p(ρ, 0) = pe(ρ). (1.1.3)

Цi спiввiдношення дають змогу ввести швидкостi звуку для швид-
коплинних процесiв

c2f =
dpf
dρ

(1.1.4)

i повiльних —

c2e =
dpe
dρ

. (1.1.5)

Час релаксацiї роздiляє процеси на повiльнi та швидкоплиннi.
Так вводимо поняття характерного часу релаксацiї τ .

Динамiчне рiвняння стану середовища записуємо у виглядi
диференцiйного рiвняння першого порядку

τρ

(
dp

dt
− c2f

dρ

dt

)
+ (p− pe) = 0. (1.1.6)

Обґрунтування такого рiвняння в межах термодинамiки незво-
ротних процесiв можна знайти у публiкацiях [16, 38, 52, 78, 106,
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107, 122, 126, 127, 165]. Рiвняння (1.1.6) охоплює граничнi випад-
ки (1.1.2), (1.1.3) i, крiм того, описує процес без релаксацiї за
формальної замiни часу релаксацiї τρ на будь-яку ненульову ве-
личину за умови ce = cf .

Механiзм обмiнного (внутрiшнього) процесу не конкретизу-
вали пiд час виведення рiвняння (1.1.6), а в саме рiвняння вхо-
дять тiльки термодинамiчнi й кiнетичнi характеристики середо-
вища. Причому цi характеристики можуть бути визначенi експе-
риментально. Зауважимо, що феноменологiчнi пiдходи до опису
процесiв релаксацiй у гiдродинамiцi розвинуто в багатьох публi-
кацiях, зокрема [38,71,72,81,84,106,122,126]. Динамiчне рiвняння
стану було використано для опису поширення звуку в релаксiвнiй
рiдинi [81], для врахування впливу обмiнних процесiв у середови-
щах рiдини–твердi частинки [106, 122], для вивчення хвильових
течiй у бульбашкових середовищах [71, 72, 84] i ґрунтах [79, 80].
У бiльшостi робiт рiвняння стану виведено з припущення пев-
ного внутрiшнього процесу. Це призводить до обмеженостi рiв-
нянь i складного знаходження параметрiв у членах, що описують
обмiннi процеси.

Спiввiдношення (1.1.6) є динамiчним рiвнянням стану релак-
сiвного баротропного середовища. Очевидно, що за швидкоплин-
них процесiв (ωτρ ≫ 1) маємо спiввiдношення (1.1.2), а за повiль-
них (ωτρ ≪ 1) є справедливим спiввiдношення (1.1.3). Зазначи-
мо, що можна розглядати зворотний процес, якщо вiдхилення
тиску вiд рiвноваги приводить до змiни густини. Рiвняння стану
запишемо у виглядi

τp

(
dρ

dt
− c−2

f

dp

dt

)
+ (ρ− ρe) = 0. (1.1.7)

У такому випадку характерний час τp, що описує релаксацiю,
пов’язаний з τρ спiввiдношенням

τp = τρ
c2f
c2e
. (1.1.8)

Рiвняння (1.1.6) i (1.1.7) є еквiвалентними за умов, близьких до
рiвноваги. Надалi вважатимемо, що швидкостi звуку ce, cf i час

15
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релаксацiї τρ не залежать явно вiд часу, а залежать лише вiд
тиску та iндивiдуальних властивостей окремого компонента се-
редовища. Це означає, що процес релаксацiї всерединi окремих
елементiв структури приводить тiльки до обмiну iмпульсами i
теплом мiж структурними елементами безмасообмiну мiжними.

В акустичному наближеннi структура середовища зумовлює
iснування дисперсно-дисипативних ефектiв [4,13]. Цi ефекти мо-
жуть бути описанi в межах релаксiвного однорiдного середови-
ща. Водночас для хвиль значної амплiтуди, з одного боку, се-
редовище можна розглядати в межах гiдродинамiчної моделi,
нехтуючи дотичними напруженнями [74], з iншого — необхiдно
детально враховувати кожен елемент мiкроструктури [6, 7].

Обмежимося записом рiвнянь рухiв для пласкої симетрiї. Для
аналiзу хвильових течiй всерединi кожного компонента викори-
стаємо гiдродинамiчнi рiвняння [46,63,76,80,100], що виражають
закон збереження маси

∂V

∂t
− ∂u

∂m
= 0 (1.1.9)

i закон збереження iмпульсу

∂u

∂t
+
∂p

∂m
= 0, (1.1.10)

де V ≡ ρ−1 — питомий об’єм; u— масова швидкiсть; dm = ρ0dx—
масова лагранжева просторова координата. Вiдповiдно до по-
ставленої задачi на межах компонентiв немає розривiв масової
швидкостi i тиску:

[u] = 0, [p] = 0. (1.1.11)

Рiвняння руху (1.1.9), (1.1.10) записано в лагранжевих коор-
динатах, оскiльки рiвняння стану (1.1.6) пов’язанi з елементом
маси середовища. Для застосування методу асимптотичного усе-
реднення важливим є те, що в цих змiнних структура стисливого
середовища є сталою в процесi деформування.

Подамо початковi рiвняння в безрозмiрних координатах ана-
логiчно до працi [100]. З теорiї розмiрностi [100] вiдомо, що є
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лише три незалежнi розмiрнi масштаби для баротропного сере-
довища. Виберемо такi параметри:
x′ = λ — характерна довжина хвилi в ейлеровiй системi коорди-
нат; ρ′ = ρ̃0 — середня незбурена густина середовища; p′ = p0 —
тиск у незбуреному середовищi.

Iншi розмiрнi константи комбiнуємо з цих трьох основних
масштабiв:

c′ =

√
p0ρ̃0

−1, m′ = λρ̃0, V ′ = ρ̃0
−1, t′ = λ/

√
p0ρ̃0

−1.

Запишемо будь-яку функцiю f в початкових рiвняннях у ви-
глядi f = f ′f∗, де f ′ — розмiрний коефiцiєнт; f∗ — безрозмiрна
величина:
x = x′x∗ = λx∗, ρ = ρ̃0ρ

∗, V = ρ̃0
−1V ∗, m = ρ̃0λm

∗, p = p0p
∗,

t = t′t∗, τ = t′τ∗, u = c′u∗.

Для прикладу приведемо рiвняння неперервностi (1.1.9) до без-
розмiрного вигляду

ρ̃0
−1∂V ∗

t′∂t∗
− λ/t′∂u∗

ρ̃0λ∂m∗ = 0,
∂V ∗

∂t∗
− ∂u∗

∂m∗ = 0,

тобто вигляд рiвняння неперервностi в безрозмiрних змiнних пов-
нiстю збiгається з виглядом розмiрного рiвняння. Це властиве й
iншим рiвнянням баротропного середовища. Отже, якщо верхнiй
символ «∗» опустити, то всi рiвняння баротропного середовища
в безрозмiрних змiнних збiгатимуться з вiдповiдними розмiрни-
ми рiвняннями. Тому надалi початковi рiвняння (1.1.9), (1.1.10)
вважаємо безрозмiрними.

1.2 Асимптотична усереднена система
рiвнянь

Проведемо усереднення початкової системи рiвнянь (1.1.6),
(1.1.9), (1.1.10) за допомогою асимптотичного методу усереднен-
ня. Суть його полягає у поєднаннi методу багатьох масштабiв [83]
з методом усереднення [12,82].
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Роздiл 1. Асимптотична усереднена модель структурованих середовищ

Асимптотичний метод усереднення розроблений i математи-
чно обґрунтований для опису композитних матерiалiв регулярної
структури [6, 8, 181]. Метод дає асимптотично правильне набли-
ження до точних розв’язкiв. У багатьох випадках задачу вдаєть-
ся звести до усереднених змiнних, що дає змогу для числового
розрахунку задач брати крок розрахункової сiтки за просторо-
вою координатою значно бiльшим, нiж перiод структури. З при-
пущень, якi використовують пiд час виведення асимптотичного
методу, випливає очевидне обмеження на характер дослiджува-
ного потоку, а саме у межах цього методу не вдається описати
збурення з довжиною хвилi, що спiврозмiрна з перiодом струк-
тури.

Асимптотичний метод усереднення вдається застосувати для
опису неоднорiдних середовищ, що стискаються [7, 19, 26–28, 34,
200]. Початковi рiвняння (1.1.6), (1.1.9), (1.1.10) записанi в ла-
гранжевих координатах. Незмiннiсть структури в цих координа-
тах дає змогу застосувати процедуру усереднення.

У загальному випадку коефiцiєнти i розв’язки рiвнянь, що
описують процеси в неоднорiдних середовищах, мають розрив-
нi значення. З припущенням гладкостi коефiцiєнтiв i розв’язкiв
цi рiвняння еквiвалентнi диференцiйним рiвнянням руху. У пу-
блiкацiях [6, 91] показано, що за незначної вiдмiнностi фiзичних
властивостей неоднорiдностей середовища наближенi неперервнi
розв’язки системи диференцiйних рiвнянь, якi формально побу-
дованi за допомогою асимптотичного методу, задовольняють з
певною точнiстю iнтегральнi закони збереження. Ця обставина
свiдчить на користь правомiрностi використання диференцiйних
рiвнянь руху в асимптотичному методi усереднення.

Застосуємо асимптотичний метод усереднення до рiвнянь ру-
ху (1.1.9) i (1.1.10). Незалежну змiнну m = s + εξ вiдповiдно
до методу багатьох масштабiв розбиваємо на повiльну s i швид-
ку ξ змiннi, тут ε — безрозмiрний перiод структури. Новi змiннi
s i ξ вважаємо незалежними змiнними. Тодi початкову похiдну
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запишемо у виглядi

∂

∂m
=

∂

∂s
+ ε−1 ∂

∂ξ
. (1.2.1)

Повiльна змiнна s вiдповiдає глобальнiй змiнi хвильових полiв, а
швидка змiнна ξ — їхнiй локальнiй змiнi. Розв’язки p, V , u, ρ =
= V −1 шукаємо у виглядi рядiв за степенями перiоду структури
ε з функцiями, перiодичними за ξ:

V (m, t) = V (0)(s, t, ξ) + εV (1)(s, t, ξ) + ε2V (2)(s, t, ξ) + . . . ,

ρ(m, t) = ρ(0)(s, t, ξ) + ερ(1)(s, t, ξ) + ε2ρ(2)(s, t, ξ) + . . . ,

p(m, t) = p(0)(s, t, ξ) + εp(1)(s, t, ξ) + ε2p(2)(s, t, ξ) + . . . ,

u(m, t) = u(0)(s, t, ξ) + εu(1)(s, t, ξ) + ε2u(2)(s, t, ξ) + . . . .

(1.2.2)

Особливiсть задачi полягає в тому, що завдяки постiйнiй стру-
ктурi в лагранжевiй системi координат функцiї в правiй части-
нi (1.2.2) вважають перiодичними за ξ. Iз застосуванням про-
цедури усереднення за перiодом структури вдається спростити
систему рiвнянь.

Доведемо, що змiннi p(0) = p(0)(s, t), p(1) = p(1)(s, t), u(0) =
= u(0)(s, t) не залежать вiд швидкої змiнної ξ. Дiйсно, пiсля пiд-
становки (1.2.1), (1.2.2) у початковi рiвняння руху (1.1.9), (1.1.10)
маємо

−ε−1∂u
(0)

∂ξ
+ ε0

(
∂V (0)

∂t
− ∂u(0)

∂s
− ∂u(1)

∂ξ

)
+

+ε1

(
∂V (1)

∂t
− ∂u(1)

∂s
− ∂u(2)

∂ξ

)
+ . . . = 0,

−ε−1∂p
(0)

∂ξ
+ ε0

(
∂u(0)

∂t
+
∂p(0)

∂s
+
∂p(1)

∂ξ

)
+

+ε1

(
∂u(1)

∂t
+
∂p(1)

∂s
+
∂p(2)

∂ξ

)
+ . . . = 0.

19



Роздiл 1. Асимптотична усереднена модель структурованих середовищ

Згiдно iз загальною теорiєю асимптотичного методу, члени за
рiзних степенiв ε незалежно один вiд одного мають дорiвнюва-
ти нулю. Тому ∂p(0)/∂ξ = 0, ∂u(0)/∂ξ = 0, тобто змiннi p(0) =
= p(0)(s, t), u(0) = u(0)(s, t) не залежать вiд ξ. Крiм того, для
членiв при ε0 має бути:

∂V (0)

∂t
− ∂u(0)

∂s
− ∂u(1)

∂ξ
= 0,

∂u(0)

∂t
+
∂p(0)

∂s
+
∂p(1)

∂ξ
= 0.

(1.2.3)

Тепер застосуємо процедуру усереднення. За означенням ⟨·⟩ =
=
∫ 1
0 (·)dξ. Тут використано умову нормування

∫ 1
0 dξ = 1. Далi

оскiльки функцiї p(1)(ξ) i u(1)(ξ) є перiодичними за ξ, iнтеграли⟨
∂u(1)

∂ξ

⟩
= 0,

⟨
∂p(1)

∂ξ

⟩
= 0. Бiльше того, якщо ⟨u(0)⟩ = u(0),

⟨p(0)⟩ = p(0), то
∂p(1)

∂ξ
= 0. Це означає, що p(1) також не залежить

вiд ξ. Пiсля iнтегрування рiвнянь (1.2.3) за перiодом структури
ξ отримуємо усередненi рiвняння руху [26–28,34]

∂⟨V (0)⟩
∂t

− ∂u(0)

∂s
= 0, (1.2.4)

∂u(0)

∂t
+
∂p(0)

∂s
= 0. (1.2.5)

Перейдемо до усереднення рiвняння стану (1.1.6), враховую-
чи, що ρ = V −1. Скористаємося тим, що p(0) у нульовому набли-
женнi не залежить вiд ξ. Переписавши (1.1.6) в iншому виглядi з
урахуванням dpe = c2edρ, пiдставимо ряди (1.2.2) у рiвняння ста-
ну. Для членiв нульового порядку за ε пiсля усереднення отри-
муємо

⟨V0⟩ − ⟨V (0)⟩ =

⟨
V0

τc−2
f

dp(0)

dt
+

p(0)∫
p0

c−2
e dp(0)

(
1 + τ

d

dt

)
(V (0))−1×

⟩
. (1.2.6)
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Iнодi зручно використати iнший запис усередненого рiвняння
стану:

d
⟨
V (0)

⟩
= −

⟨
(V (0))2

c2f

⟩
dp−

⟨
V (0)

τVe(p(0))

(
V (0) − Ve(p

(0))
)⟩

dt.

(1.2.7)

Розбiжнiсть розв’язкiв усередненої системи рiвнянь p(0), u(0),

V (0) та неусередненої системи рiвнянь p, u, V не перевищує ве-
личини порядку O(ξ). Надалi обмежимося тiльки нульовим на-
ближенням, а верхнiй iндекс (0) опустимо.

Тиск p(0) i масова швидкiсть u(0) не залежать вiд швидкої
змiнної ξ, чого не можна сказати про питомий об’єм V (0) =
= V (0)(ξ). На великому масштабi s дiя збурень проявляється в
хвильовому русi середовища, тодi як на мiкромасштабi ξ дiя є
однорiдною (безхвильовою) на всьому перiодi структури середо-
вища, через те що тиск i масова швидкiсть на всьому перiодi є
сталими величинами. Цю властивiсть будемо часто використову-
вати в подальшому розглядi.

Система рiвнянь (1.2.4)–(1.2.6) є незамкненою. Це пов’язанo з
тим, що в усереднене рiвняння стану входить неусереднена вели-
чина V (0)(ξ). Тому пiд час розв’язування хвильових задач було
використано неусереднене рiвняння стану, переписане в усеред-
нених змiнних. Процедуру зведення задачi до повiльної змiнної
описано в п. 1.4.3.

Рiвняння (1.2.4)–(1.2.6) були виведенi для строго перiодично-
го середовища. Проте можна довести, що вони також будуть
справедливi для середовищ з квазiперiодичною структурою. Дiй-
сно, тиск p i масова швидкiсть u не залежать вiд швидкої змiн-
ної ξ. Тому на мiкрорiвнi дiя зовнiшнього навантаження статич-
но однорiдна (безхвильова) на всьому перiодi структурованого
середовища. Однак на повiльному масштабi s ця дiя проявля-
ється у хвильовому русi середовища. На мiкрорiвнi поведiнка се-
редовища пiдпорядковується тiльки термодинамiчним законам.
Там спостерiгається механiчна рiвновага. Водночас на макрорiв-
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нi рух середовища описується законами хвильової динамiки для
усереднених змiнних. З математичної позицiї в нульовому поряд-
ку за ε розмiр перiоду вважаємо нескiнченно малим, тобто маємо
наближення ε → 0. Це означає, що мiсцезнаходження окремих
компонентiв у перiодi не має нiякого значення, однак масовий
вмiст кожного компонента повинен зберiгатися. В результатi ре-
шта усереднених характеристик для середовищ з перiодичною
та квазiперiодичною структурою збiгатиметься. Це означає, що
довгохвильовi рухи не вiдрiзнятимуться мiж собою в перiодич-
них, квазiперiодичних i статистично однорiдних середовищах.

Виведена усереднена система рiвнянь (1.2.4)–(1.2.6) описує
нелiнiйнi хвильовi процеси в баротропних середовищах з регу-
лярною структурою. Структурнi характеристики входять тiль-
ки в рiвняння стану (1.2.6). Система є iнтегродиференцiйною i
загалом не зводиться до усереднених характеристик p, u, ⟨V ⟩.
Отже, нелiнiйнi хвильовi процеси в структурованих середовищах
не вдається моделювати в межах однорiдного середовища.

Зазначимо, що ранiше у статтi [7] асимптотичний метод за-
стосовували для усереднення системи рiвнянь, що описує нести-
сливе середовище з в’язкiстю. Однак у цiй публiкацiї величини,
залежнi вiд ξ, входять ще й в усередненi диференцiйнi рiвняння
руху, що зменшує можливостi методу. До того ж, згiдно з [7],
усереднений коефiцiєнт в’язкостi не вдається визначити, оскiль-
ки тензор напруження для кожного компонента середовища має
член, який пов’язаний з об’ємною в’язкiстю, а введене там понят-
тя тиску вiдповiдає рiвноважному стану i залежить вiд швидкої
змiнної. З нашого погляду, величина (−p) вiдповiдає тензору на-
пруження для одновимiрного випадку i є величиною, яку можна
вимiряти безпосередньо у фiзичному експериментi. Рiвноважний
тиск має розрив за переходу вiд одного компонента до iншого. То-
му усереднювати рiвноважний тиск, як це зроблено у статтi [7],
немає сенсу. Неможливiсть визначити неперервний усереднений
рiвноважний тиск призвела до того, що не вдалося [7] досягти
поставленої мети, а саме звести рiвняння руху до усереднених
величин.

22



1.3. Усередненi рiвняння руху в ейлерових координатах

1.3 Усередненi рiвняння руху
в ейлерових координатах

У багатьох задачах зручно використовувати запис рiвнянь
(1.2.4), (1.2.5) в ейлеровiй системi координат. Оскiльки усеред-
ненi рiвняння руху (1.2.4), (1.2.5) (без рiвняння стану) в лагран-
жевих координатах мають запис виключно через усередненi ха-
рактеристики p, u, ⟨V ⟩, їх вдалося переписати в ейлерових не-
залежних змiнних. Звернiмо увагу на ту обставину, що асимпто-
тичний метод усереднення в ейлеровiй системi координат немо-
жливо безпосередньо застосувати, оскiльки в цих координатах
мiкроструктура середовища залежить вiд динамiчного процесу.

Знайдемо перетворення мiж незалежними змiнними в ейле-
ровiй (x, tE) i лагранжевiй (s, t) системах [27,28,34]:

x = x(s, t), tE = t. (1.3.1)

Важливою є та обставина, що швидкiсть u не залежить вiд ξ,
тобто є сталою величиною на перiодi ξ. Тому можна говорити
про усереднену траєкторiю частинки. Усереднена ейлерова ко-
ордината x для конкретної частинки (її траєкторiя) змiнюється
з часом:(

∂x

∂t

)
s

= u(s, t).

Крiм того, iз змiною s змiнюється x, тобто перетворення (1.3.1)
записуємо через диференцiали

dx = Ads+ udt, tE = t. (1.3.2)

Виходимо з фiзичних мiркувань, що мiсцезнаходження частинки
dx однозначно визначається її траєкторiєю (тобто лагранжевою
координатою s) i часом t, а отже, величина dx є однозначною
функцiєю змiнних s i t. Таким чином, математично умова одно-
значностi перетворення мiж лагранжевими та ейлеровими систе-
мами координат, а саме величина dx у рiвняннi (1.3.2), має бути
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повним диференцiалом, тому

∂A

∂t
=
∂u

∂s
.

Ця умова задовольняється, якщо A = ⟨V ⟩, оскiльки вона набу-
ває вигляду рiвняння неперервностi (1.2.4). Отже, перетворення
мiж лагранжевою i ейлеровою системами координат отримуємо
у виглядi

dx = ⟨V ⟩ds+ udt, tE = t, (1.3.3)

причому частиннi похiднi змiнюються за формулами

∂

∂s
= ⟨V ⟩ ∂

∂x
,

∂

∂t
=

∂

∂tE
+ u

∂

∂x
.

Рiвняння руху (1.2.4), (1.2.5) в ейлеровiй системi координат на-
бувають вигляду (iндекс E опущено)

∂⟨V ⟩−1

∂t
+
∂u⟨V ⟩−1

∂x
= 0,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ ⟨V ⟩∂p

∂x
= 0.

(1.3.4)

Надалi нам знадобиться поняття швидкої ейлерової коорди-
нати ζ, яку введемо за означенням(

∂ζ

∂ξ

)
t

=
ρ̃

ρ(ξ)
. (1.3.5)

Звернiмо увагу на те, що ⟨V ⟩ ≠ 1/⟨ρ⟩, а величина ρ̃ = ⟨V ⟩−1 —
середня густина середовища в ейлерових координатах, де

⟨V ⟩ =
1∫

0

V (ξ)dξ =

1∫
0

V
ρ

ρ̃
dζ = ρ̃−1. (1.3.6)

Середню густину ρ̃ у ейлерових координатах, як видно з (1.3.6),
визначено як вiдношення маси на всьому перiодi до об’єму перiо-
ду. Очевидно, що це є традицiйне означення густини середовища.

24



1.4. Аналiз усереднених рiвнянь

Водночас ⟨V ⟩ — це питомий об’єм, усереднений в одиницях маси
на перiодi, тобто об’єм, вiднесений до маси в цьому об’ємi. Iншi
середнi значення p i u в обох системах вiдлiку збiгаються.

Запис рiвняння руху (1.3.4) набуває звичайного вигляду для
середньої густини ρ̃. Виведення усереднених рiвнянь руху (1.2.4),
(1.2.5), (1.3.4) є математичним обґрунтуванням моделi однорiдно-
го середовища. Зазначимо, що цi моделi мають асимптотичну
природу, причому усереднену густину середовища потрiбно ви-
значати як ρ̃ = ⟨V ⟩−1, а не ρ̃ = ⟨ρ⟩.

Усередненi рiвняння руху в лагранжевих координатах, як i
в ейлерових, мають однаковий вигляд з рiвняннями однорiдного
середовища у вiдповiдних координатах. Iстотно рiзняться лише
рiвняння стану (1.1.7) i (1.2.6). Саме у рiвняннi (1.2.6) вiдобра-
жено структуру середовища.

1.4 Аналiз усереднених рiвнянь

Проведемо дослiдження деяких загальних властивостей усе-
редненої системи рiвнянь i покажемо, що для акустичних збу-
рень середовище проявляє себе як однорiдне, тобто описується
системою рiвнянь для однорiдного середовища з деякими усе-
редненими змiнними. Навпаки, опис нелiнiйних збурень не мо-
жна звести тiльки до усереднених характеристик хвильових по-
лiв [200].

1.4.1 Акустичнi хвилi

Розглянемо акустичну хвилю (p′ = p − p0, p′ ≪ p0). Доведе-
мо, що поширення акустичної хвилi у перiодичному середовищi
зi злiченним числом релаксiвних компонентiв подiбне до поши-
рення хвилi в однорiдному середовищi з таким самим числом
незалежних релаксацiйних процесiв. Покажемо це на прикладi
для перiодичного середовища з двома прошарками, в яких про-
ходять по одному незалежному релаксацiйному процесу. Усеред-
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нене рiвняння стану (1.2.7)

d ⟨V ⟩ = −

⟨
V 2

c2f

⟩
dp−

⟨
V

τVe(p)
(V − Ve(p))

⟩
dt

для малих збурень у такому середовищi можна переписати у ви-
глядi

−
⟨
V ′⟩ = ⟨V 2/c2f

⟩
p′ + κ

V 2
1 (c

−2
1e − c−2

1f )

1 + τ1 per
d
dt

p′+

+(1− κ)
V 2
2 (c

−2
2e − c−2

2f )

1 + τ2 per
d
dt

p′, (1.4.1)

⟨
V 2/c2e

⟩
= κV 2

1 /c
2
1e + (1− κ)V 2

2 /c2e,

де iндекс 1 стосується першого, iндекс 2 — другого компонента;
κ — координата межi мiж компонентами в елементарнiй комiрцi;
κ та 1−κ — масовi концентрацiї першого i другого компонентiв
вiдповiдно.

Для порiвняння розглянемо однорiдне середовище з двома
незалежними релаксацiйними процесами. Рiвняння стану такого
середовища для акустичних хвиль має вигляд [76]

−V ′ =
V 2

c2f
p′+

V 2(c−2
e1 − c−2

f1 )

1 + τ1 hom
d
dt

p′+
V 2(c−2

e2 − c−2
f2 )

1 + τ2 hom
d
dt

p′, c−2
f =

∑
i

c−2
fi .

(1.4.2)

Слiд зазначити, що буквенно-цифровi iндекси для однорiдно-
го та перiодичного середовищ мають зворотну послiдовнiсть: iн-
декс 1 характеризує перший релаксацiйний процес, iндекс 2 —
другий релаксацiйний процес.
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Отже, можна написати шiсть спiввiдношень:

κiV
2
i (c

−2
ie − c−2

if )per = V 2(c−2
ei − c−2

fi )hom,⟨
V 2/c2e

⟩
= V 2

∑
i
c−2
ei ,

⟨
V 2/c2f

⟩
=
(
V 2/c2f

)
hom

,

τiper = τihom, κ1 = κ, κ2 = 1− κ, i = 1, 2.

(1.4.3)

Цi рiвняння показують, що для довiльного двокомпонентного
середовища з двома релаксiвними компонентами (τi per, cie, cif )
(див. рiвняння (1.4.1)) завжди вдається пiдiбрати однорiдне сере-
довище з двома релаксацiйними процесами (τi hom, cei, cfi) (див.
рiвняння (1.4.2)). У таких двох середовищах рухи збурення пи-
томого об’єму ⟨V ⟩ подiбнi. Щодо густини ⟨ρ⟩ таке твердження не-
правильне. Одержаний результат легко поширити на середовища
з довiльним злiченним числом релаксiвних компонентiв. Цей ре-
зультат обґрунтовує твердження, що пiд час вивчення поширен-
ня акустичної хвилi перiодичне середовище iз N релаксiвними
компонентами може бути замiнено на однорiдне середовище, в
якому проходить N незалежних релаксацiйних процесiв.

Подiбнiсть поширення акустичних хвиль у перiодичному та
однорiдному середовищах вказує на те, що внутрiшня структу-
ра середовища проявляється тiльки через дисперсно-дисипативнi
властивостi. На акустичному рiвнi динамiчну поведiнку довгої
хвилi в середовищi з мiкроструктурою можна моделювати в ме-
жах однорiдного релаксiвного середовища. Ранiше таке твер-
дження приймали a priori. Ми ж математично довели це твер-
дження, детально врахувавши структуру середовища.

1.4.2 Нелiнiйнi хвилi

Проаналiзуємо поширення нелiнiйних хвиль у структурова-
ному середовищi. Для спрощення викладень обмежимося розгля-
дом середовища без релаксацiї (c = cf = ce). Усереднене рiвнян-
ня стану (1.2.6) в такому випадку спрощується i набуває вигляду

d⟨V ⟩ = −
⟨
V 2

c2

⟩
dp. (1.4.4)
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Покажемо, що навiть для нерелаксiвного середовища усеред-
нену систему не можна записати в термiнах середнiх характе-
ристик для нелiнiйних хвиль. Пiсля пiдстановки рiвняння ста-
ну (1.4.4) у рiвняння неперервностi (1.2.4) маємо⟨

V 2

c2

⟩
∂p

∂t
+
∂u

∂s
= 0.

Подiливши його на ±
⟨
V 2

c2

⟩1/2
i склавши з рiвнянням (1.2.5),

отримуємо(
∂u

∂t
±
⟨
V 2

c2

⟩1/2
∂p

∂t

)
±
⟨
V 2

c2

⟩−1/2
(
∂u

∂s
±
⟨
V 2

c2

⟩1/2
∂p

∂s

)
= 0.

З цього виразу видно, що усереднена система рiвнянь належить
до гiперболiчного типу. Рiвняння характеристик у лагранжевiй
системi координат (масова просторова координата) мають ви-
гляд

ds

dt
= ±

⟨
V 2

c2

⟩−1/2

. (1.4.5)

На характеристиках наявнi спiввiдношення

I± = u±
∫ ⟨

V 2

c2

⟩1/2

dp, (1.4.6)

якi за аналогiєю з однорiдним середовищем назвемо iнварiанта-
ми Рiмана. Величина (1.4.5) має сенс усередненої швидкостi по-
ширення збурення в лагранжевих координатах. Вона залежить
вiд тиску й iнтегрально вiд структури.

Вiдмiтимо окремий випадок. Як вiдомо, у вакуумi хвилi не
поширюються, що також формально випливає з рiвняння (1.4.5).
Гiперболiчнiсть рiвняння вказує на можливiсть описати ударнi
хвилi усередненою системою рiвнянь.

Рiвняння для характеристик (1.4.5) i iнварiантiв Рiмана (1.4.6)
є iнтегродиференцiйними. Вони утримують нелiнiйну величину
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⟨
V 2

c2

⟩
, яка залежить вiд властивостей елементiв структури пе-

рiодичного середовища.
Якщо ввести ефективну середню швидкiсть звуку за форму-

лою

c̃ =

√
⟨V ⟩2

/⟨
V 2

c2

⟩
, (1.4.7)

то матимемо традицiйний запис рiвняння стану (1.4.4).
Нормування на усереднений питомий об’єм ⟨V ⟩ i початкову

швидкiсть звуку c̃ дає змогу порiвнювати результати для рiзних
середовищ. Для зручностi властивостi середовищ були узгодженi
вiдповiдно до спiввiдношень (1.4.3), щоб акустична хвиля у таких
середовищах поширювалася подiбно одна до одної.

Звертаємо увагу на те, що c̃ не є усередненою характеристи-
кою, тобто c̃2 ̸= ⟨c2⟩. Очевидно, що структура середовища робить
певний внесок у нелiнiйнiсть. Дiйсно, якщо навiть швидкiсть зву-
ку в кожному компонентi не залежить вiд тиску c ̸= f(p) , то в
загальному випадку величина c̃ є функцiєю тиску.

Система рiвнянь (1.2.4)–(1.2.7) — гiперболiчна, що вказує на
можливiсть описувати розривнi розв’язки, якими є ударнi хвилi.
Для аналiзу таких розв’язкiв необхiдно подати рiвняння (1.2.4),
(1.2.5) у виглядi iнтегральних законiв збереження∮

[⟨V ⟩ ds+ udt] = 0,

∮
[uds− pdt] = 0.

Можна легко сформулювати умови на ударному фронтi, що
випливають iз законiв збереження потокiв маси i iмпульсу:

(⟨V1⟩ − ⟨V0⟩)D + u1 − u0 = 0, (u1 − u0)D − p1 + p0 = 0,

де iндекси 0 i 1 належать до параметрiв потоку перед i пiсля удар-
ного фронту вiдповiдно. Усереднена швидкiсть ударного фронту
у термiнах лагранжевих змiнних D (розмiрнiсть [D], кг/c) i ма-
сова швидкiсть u пiдпорядковуються таким спiввiдношенням:

D =
√

(p1 − p0)/(⟨V0⟩ − ⟨V1⟩), u1−u0 =
√

(p1 − p0)(⟨V0⟩ − ⟨V1⟩).
(1.4.8)
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1.4.3 Аналiтично-числовий метод розрахунку

Поряд з теоретичними дослiдженнями аналiтичними мето-
дами були проведенi цiлеспрямованi числовi експерименти, якi
є унiверсальним iнструментом для розв’язування таких задач.
Розрахунки були спрямованi як на пiдтвердження аналiтичних
результатiв, так i на отримання закономiрностей дослiджуваного
хвильового процесу.

Рiвняння руху (1.2.4), (1.2.5), записанi в усереднених харак-
теристиках p, u, ⟨V ⟩, як було доведено, залежать тiльки вiд по-
вiльної змiнної s i часу t. Рiвняння стану (1.2.6) або (1.2.7) є iнте-
гродиференцiйними рiвняннями зi змiнними, що залежать як вiд
повiльної s, так i вiд швидкої змiнної ξ. Метод пошуку розв’язкiв
системи рiвнянь (1.2.4)—(1.2.7) не є очевидним.

Розглянемо можливi пiдходи, в яких рiвняння зведемо до ви-
гляду, в якому шуканi функцiї залежать тiльки вiд повiльної
змiнної s i часу t [26–28, 30, 34]. Видiлити задачу за повiльною
змiнною можна рiзними способами. Вкажемо два з них. Унiвер-
сальним є спосiб, коли шуканi функцiї подають у виглядi ря-
дiв Фур’є [26–28, 34]. У спецiальних випадках, наприклад, для
шарувато-неоднорiдних середовищ ми запропонували кусково-
сталi ортогональнi базиснi функцiї, якi дають змогу проводити
необхiднi розрахунки з iстотно меншими затратами машинних
ресурсiв [28].

Спочатку зупинимося на першому способi. Всi функцiї, зале-
жнi вiд ξ, запишемо у виглядi рядiв Фур’є на вiдрiзку, що вiд-
повiдає перiоду структури. До рiвнянь (1.2.4) додаємо спiввiдно-
шення для коефiцiєнтiв рядiв pk i Vk, якi випливають з рiвняння
стану. Зручно використовувати спiввiдношення ρV = 1, яке в
нульовому порядку за ξ має вигляд

ρ(0)V (0) = 1. (1.4.9)

Як i ранiше, опускатимемо надалi верхнiй iндекс (0).
У рiвняннях (1.1.7), (1.4.9) величини ρ, c−2

f , c−2
e , V , τ−1

p , що
залежать вiд ξ, подамо у виглядi рядiв Фур’є на вiдрiзку [0; 1],
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наприклад, для V (ξ) маємо

V (ξ) = V ′
0 +

∞∑
n=1

(V ′
n cos(2πξn) + V ′′

n sin(2πξn)). (1.4.10)

Коефiцiєнти рядiв знаходимо з вiдомих формул [68]. Запише-
мо рiвняння (1.4.9) через коефiцiєнти Фур’є. Помноживши обидвi
частини (1.4.9) на cos(2πξn), k = 0, 1, 2, . . . , та проiнтегрувавши
за перiодом структури ξ, отримаємо для k = 0

1 = ρ′0V
′
0 +

1

2

∞∑
n=1

(ρ′nV
′
n + ρ′′nV

′′
n ) ≡ ψ(ρ, V ), (1.4.11)

для кожного k = 1, 2, 3, . . .

0 = ρ′0V
′
k + ρ′kV

′
0 +

1

2

∞∑
n=1

(ρ′nV
′
n+k + ρ′n+kV

′
n + ρ′′nV

′′
n+k + ρ′′n+kV

′′
n )+

+
1

2

k−1∑
n=1

(ρ′nV
′
k−n − ρ′′nV

′′
k−n) ≡ ψk(ρ, V ). (1.4.12)

Аналогiчно пiсля домноження (1.4.9) на sin(2πξn) та iнтегруван-
ня за перiодом структури ξ отримаємо для кожного k = 1, 2, 3, . . .

0 = ρ′0V
′′
k + ρ′′kV

′
0 +

1

2

∞∑
n=1

(ρ′nV
′′
n+k − ρ′n+kV

′′
n + ρ′′n+kV

′
n − ρ′′nV

′
n+k)+

+
1

2

k−1∑
n=1

(ρ′k−nV
′′
n − ρ′′nV

′
k−n) ≡ φk(ρ, V ). (1.4.13)

Функцiї ψk(ρ, V ), φk(ρ, V ) введено для зручностi запису наведе-
них нижче формул. Випишемо ще раз рiвняння стану (1.1.7) у
зручному виглядi:(

dρ

dt
− c−2

f

dp

dt

)
+ c−2

f τ−1
p (p− p0) + τ−1

p (ρ− ρ0) = 0. (1.4.14)
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Це рiвняння утримує добутки не бiльше двох функцiй, залежних
вiд ξ, а саме величини c−2

f τ−1
p , τ−1

p (ρ−ρ0). Наявнiсть у рiвняннях
виразiв у виглядi добуткiв тiльки двох функцiй, залежних вiд ξ,
спрощує задачу.

У просторi фур’є-образiв з рiвняння стану маємо 2k + 1 рiв-
нянь. Дiйсно iнтегрування рiвняння стану на перiодi структури
ξ приводить до спiввiдношення

dρ′0
dt

−(c−2
f )′0

dp

dt
−ψ(c−2

f , τ−1
p )(p−p0)+ψ(τ−1

p , ρ−ρ0) = 0. (1.4.15)

Помноживши рiвняння (1.4.14) на cos(2πξn) i проiнтегрувавши
на перiодi структури, отримуємо для кожного k = 1, 2, 3, . . .

dρ′k
dt

−(c−2
f )′k

dp

dt
−ψk(c

−2
f , τ−1

p )(p−p0)+ψk(τ
−1
p , ρ−ρ0) = 0. (1.4.16)

При множеннi на sin(2πξn) аналогiчна процедура для кожного
k = 1, 2, 3, . . . дає

dρ′′k
dt

−(c−2
f )′′k

dp

dt
−φk(c

−2
f , τ−1

p )(p−p0)+φk(τ
−1
p , ρ−ρ0) = 0. (1.4.17)

У результатi отримали нескiнченну систему рiвнянь (1.4.10)—
(1.4.17) вiдносно змiнних p, u, ρk, Vk, якi є тiльки функцiями
вiд s i t. Густину i питомий об’єм, як функцiї вiд повiльної змiн-
ної s, знаходимо пiсля обчислення сум рядiв Фур’є. У числових
розрахунках можна обмежитися сумами часткових рядiв, причо-
му, в цьому випадку система рiвнянь буде замкненою. Точнiсть,
з якою частковий ряд Фур’є вiдтворює структуру середовища,
визначає точнiсть опису хвильових процесiв.

Описаний метод є унiверсальним для знаходження розв’яз-
кiв iнтегродиференцiйної системи рiвнянь. Проте якщо власти-
востi компонентiв, а особливо їх розмiри на перiодi структури
дуже рiзняться один вiд одного, то розрахунок з використанням
часткових сум Фур’є стає надто громiздким. Використання ве-
ликої кiлькостi членiв рядiв Фур’є рiзко збiльшує час для число-
вих розрахункiв i займає значнi машиннi ресурси. Для подолан-
ня вказаних недолiкiв виконанo пошук систем ортонормованих
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функцiй, якi найкраще вiдповiдали б дослiдженню модельного
перiодичного середовища [30]. Для шарувато-перiодичних сере-
довищ вiдмiннiсть задачi полягає в тому, що властивостi ком-
понентiв задаємо кусково-сталими функцiями, а у лагранжевiй
системi координат розмiри компонентiв є сталими. Для розкладу
таких кусково-сталих функцiй найлiпше використовувати куско-
во-сталi базиснi функцiї. За їх використання шуканi величини
подаємо скiнченним рядом.

Розглянемо шарувато-перiодичне середовище, що складається
з N компонентiв. Нехай κi — координата межi i компонента за
швидкою змiнною всерединi однiєї структурної комiрки (рис. 1.2).
Важливо те, що межi в лагранжевих масових координатах не
залежать вiд хвильових процесiв, тобто κi = const. Визначимо
базиснi кусково-сталi одноперiодичнi функцiї у такий спосiб:

g0 = 1, κ0;

gi(ξ) =


0, 0 ≤ ξ < κi−1;

k−1
i (1− κi), κi−1 ≤ ξ < κi;

k−1
i (κi−1 − κi), κi ≤ ξ < 1,

i = 1, 2, . . . , N−1,

де k2i = (1− κi−1)(1− κi)(κi − κi−1). Графiчно базиснi функцiї
зображено на рис. 1.2, б. Легко перевiрити, що функцiї gi(ξ) є
ортонормованими, тобто

∫ 1
0 gigjdξ = δij . Зведення задачi до за-

дачi в термiнах повiльної змiнної за допомогою таких базисних
функцiй здiйснюємо за тим самим алгоритмом, як i при вико-
ристаннi тригонометричних рядiв Фур’є. Функцiї, залежнi вiд ξ,
подаємо у виглядi, наприклад, для питомого об’єму

V (ξ) =

N−1∑
i=0

giVi. (1.4.18)

Коефiцiєнти Vi не залежать вiд швидкої змiнної. Розкладемо рiв-
няння (1.4.9) за базисними функцiями. Для цього, помноживши
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Рис. 1.2. Один перiод шарувато-перiодичного середовища (а) та базис-
нi функцiї gi (б )

його на gi та проiнтегрувавши за перiодом структури, одержуємо

1 =

N−1∑
i=0

ρiVi ≡ µ0(ρ, V ), (1.4.19)

0 = ρ0Vk+ρkV0+akρkVk ≡ µk(ρ, V ), k = 1, 2, . . . , N−1. (1.4.20)

Коефiцiєнти ai знаходимо з розмiрiв компонентiв:

ai =
1− 2κk + κk−1

κk
.

Така сама процедура, застосована до рiвняння стану, дає

ṗ(c−2
f )k+ ρ̇k+µk(τ

−1
p , c−2

e )(p−p0)−µk(ρ−ρ0, τ−1
p ) = 0. (1.4.21)

У результатi маємо систему з 2N + 2 рiвнянь (1.2.4), (1.2.5),
(1.4.19)–(1.4.21), в якiй функцiї не залежать вiд швидкої просто-
рової змiнної ξ, тобто задачу зведено до задачi в термiнах повiль-
ної просторової змiнної s. У цьому випадку структура шарувато-
неоднорiдного середовища передається точно скiнченним рядом,
на вiдмiну вiд методу, в якому використано ряди Фур’є. Це дало
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можливiсть розраховувати модельнi середовища, для яких вла-
стивостi компонентiв i їхнi розмiри можуть дуже рiзнитися мiж
собою.

Таким чином, за допомогою зведення задачi до задачi в термi-
нах повiльної просторової змiнної подолано основну складнiсть,
а саме система рiвнянь утримує функцiї, якi залежать тiльки вiд
повiльної змiнної s та часу t i не залежать вiд швидкої просторо-
вої змiнної ξ. У процесi числових розрахункiв крок розрахункової
сiтки за просторовою координатою можна вибрати з обмеження,
яке визначається довжиною хвильового збурення, а не перiодом
структури. Отже, поширення хвилi можна знаходити на великих
вiдстанях.

1.5 Обґрунтування моделi Ляхова
багатокомпонентних середовищ

Асимптотичну усереднену модель нерiвноважного неоднорiд-
ного середовища [26–28, 34] порiвняємо iз добре вiдомою модел-
лю природних багатокомпонентних середовищ, запропонованою
Г.М. Ляховим у працi [80]. На засадах асимптотичної усередне-
ної моделi математично обґрунтуємо модель Ляхова i доведемо,
що вона є окремим випадком асимптотичної усередненої моделi
багатокомпонентних середовищ [29,201].

Моделюючи багатокомпонентнi середовища, Г.М. Ляхов за-
пропонував описувати їх як однорiдне суцiльне середовище з
особливим рiвнянням стану. Модель однорiдного середовища ви-
користано в тому сенсi, що рiвняння руху записанi як для одно-
рiдного середовища. Водночас особливостi структури закладено
в рiвняння стану, яке не можна звести тiльки до термiнiв се-
реднiх змiнних. Макрооб’єм мiстить усi компоненти середовища.
Невiдомими змiнними вважають середнi величини — тиск pL,
питомий об’єм VL, масову швидкiсть uL. Рiвняння руху в моделi
Ляхова для пласкої симетрiї записано в лагранжевiй системi ко-

35
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ординат (масова просторова координата) для середнiх величин:

∂VL
∂t

− ∂uL
∂m

= 0,
∂uL
∂t

+
∂pL
∂m

= 0. (1.5.1)

У працях [79, 80] мiкроструктуру було враховано за допомогою
динамiчного рiвняння стану

V̇L
VL0

= φ(pL)ṗL − α1

η
ψ(pL, VL), (1.5.2)

φ(pL) = −
3∑

i=2

αi

ρi0c2i0

[
γi(pL − p0)

ρi0c2i0
+ 1

]−(1+γi)/γi

,

ψ(pL, VL) = pL − p0 −
ρ10c

2
10

γ1
× (1.5.3)

×


[
VL
V0L

−
3∑

i=2

αi

(
γi(pL − p0)

ρi0c2i0
+ 1

)−1/γi
]−γ1

αγ1
1 − 1

 .

Тут iндекс 0 стосується початкового незбуреного стану, причому
i = 1 вiдповiдає параметрам повiтря, i = 2 — води, i = 3 —
твердої речовини; αi — початковий об’ємний вмiст i компонента
в ґрунтi;

∑3
i=1 αi = 1; γi — показник степеня в рiвняннях стану

Тета.
Зазначимо, що рiвняння (1.5.2), (1.5.3) крiм середнiх величин

pL, VL, uL мiстять величини αi, якi вiдповiдальнi за структуру
середовища, тобто структуру середовища враховано не тiльки
опосередковано через середнi значення pL, VL, uL, а також явно
через величини αi.

У рiвняннях стану Ляхова значну роль вiдiграє коефiцiєнт
об’ємної в’язкостi середовища η. Поняття в’язкостi середовища
в механiцi суцiльного середовища виникає для низькочастотних
збурень [76]. Тому використання об’ємної в’язкостi, здавалося
б, накладає обмеження зверху на частотний спектр збурення.
Однак завдяки запропонованiй у працях [79,80] залежностi об’єм-
ної в’язкостi вiд тиску i питомого об’єму η = η(pL, VL) вдало-
ся, використавши рiвняння (1.5.1)—(1.5.3), описати збурення
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в усьому частотному дiапазонi. Останнє твердження доведено
нижче в межах асимптотичної усередненої моделi багатокомпо-
нентних середовищ. Тому поняття коефiцiєнта об’ємної в’язкостi
η в моделi Ляхова [79,80] є ширшим, нiж просто в’язкiсть сере-
довища.

Для ṗ = 0, V̇ = 0 iз спiввiдношень (1.5.2), (1.5.3) випливає
рiвняння стану для рiвноважного стисливого середовища

VL
V0L

=

3∑
i=1

αi

(
γi(pL − p0)

ρi0c2i0
+ 1

)−1/γi

. (1.5.4)

Швидкiсть звуку пiдпорядкована залежностi

c̃ =

3∑
i=1

αi

(
γi(pL − p0)

ρi0c2i0
+ 1

)−1/γi

{
ρ̃0

3∑
i=1

αi

ρi0c2i0

[
γi(pL − p0)

ρi0c2i0
+ 1

]−(1+γi)/γi
}1/2

. (1.5.5)

Система (1.5.1) – (1.5.3) описує еволюцiю довгохвильових збу-
рень у багатокомпонентних середовищах. Рiвняння стану (1.5.2)
отримано з напiвемпiричних мiркувань про середовище i власти-
востi компонентiв [80]. Тверда речовина i рiдина пiдпорядкова-
нi рiвноважному рiвнянню Тета. Газоподiбний компонент пiдпо-
рядкований динамiчному рiвнянню стану. Згiдно з припущенням
Ляхова [80], у початковий момент навантажування газ є нести-
сливим. Це означає, що заморожена швидкiсть звуку газового
компонента в ґрунтi є нескiнченно великою величиною:

cf1 = ∞. (1.5.6)

Мiж моделлю Ляхова i усередненими рiвняннями простежуєть-
ся прямий зв’язок. Передусiм покажемо, що змiнна VL, введена
Г.М. Ляховим, є не що iнше, як питомий об’єм, усереднений за
масовою лагранжевою координатою VL = ⟨V ⟩. Проведемо пере-
творення. Згiдно з викладками Г.М. Ляхова (див. с. 56 у пра-
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цi [80]), середнiй питомий об’єм VL можна переписати у виглядi

VL
V0L

=
3∑

i=1

αi
ρi0
ρi

=
3∑

i=1

ρ̃0
ρi0

βi
ρi0
ρi

= ρ̃0

3∑
i=1

βiVi = ⟨V0⟩−1⟨V ⟩, (1.5.7)

де βi — масовий вмiст i-го компонента, який характеризує мi-
кроструктуру середовища. Ця величина є сталою в хвильовому
процесi i однозначно пов’язана з об’ємним вмiстом i-компонента
αi у початковий момент:

αi = βi
ρ̃0
ρi0

= βi
V0i
VL0

. (1.5.8)

Крiм спiввiдношення (1.5.8) для тотожностей (1.5.7) використа-
но зв’язок (1.3.5) ρ̃ = ⟨V ⟩−1.

Як показано вище, в методi асимптотичного усереднення в
нульовому порядку отримано незалежнiсть тиску i масової швид-
костi на перiодi структури. Водночас у моделi Ляхова a priori
прийнято твердження, що на мiкрорiвнi компоненти рухаються
з однаковою швидкiстю i тиск в них збiгається. Порiвнявши рiв-
няння руху (1.2.4), (1.2.5) i (1.5.1), бачимо, що мiж тиском i ма-
совою швидкiстю iснує зв’язок pL = p(0), uL = u(0).

Спочатку розглянемо нерелаксiвне середовище i порiвняємо
швидкостi звуку (1.2.4), (1.2.5) i (1.5.5). Цi вирази збiгаються у
тому сенсi, що в рiвняннi (1.5.5) є конкретний зв’язок швидкостi
звуку з тиском через рiвняння Тета, тодi як в рiвняннi (1.4.7)
не конкретизується залежнiсть швидкостi звуку вiд тиску. Тому
перевiримо випадок p → p0. Пiдстановка виразу (1.5.8) у (1.5.5)
дає

c̃0 =

(
ρ̃0

3∑
i=1

αi

ρic2i0

)−1/2

= ρ̃0
−1

(
3∑

i=1

βi
V 2
i0

c2i0

)−1/2

= ⟨V0⟩
⟨
V 2
0

c20

⟩−1/2

.

Ця величина повнiстю збiгається з ефективною середньою швид-
кiстю звуку для перiодичного середовища (1.4.7). Отже, вираз
(1.4.7) переходить у вираз (1.5.5).
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Врахуємо процеси релаксацiї i розглянемо динамiчне рiвнян-
ня стану в моделi Ляхова (1.5.2), (1.5.3). Порiвняємо два рiвнян-
ня стану (1.2.7) i (1.5.2). Лiвi частини (1.2.7) i (1.5.2) збiгаються.
Зiставимо коефiцiєнти при ṗ. Залежнiсть φ(p) можна подати за
рiвнянням (1.5.8):

φ(pL) = −
3∑

i=2

αi

ρi0c2i0

(
Vi
Vi0

)1+γi

= −⟨V ⟩−1
3∑

i=1

βi
V 2
i

c2i0

(
Vi
Vi0

)γi−1

.

Конкретний зв’язок тиску i швидкостi звуку компонентiв у
моделi Ляхова встановлено за допомогою рiвняння Тета. В асимп-
тотичнiй моделi ця залежнiсть не конкретизована. Якщо прийня-
ти, що

cfi = ci0

(
ρi
ρi0

)γi−1

, i = 2, 3,

i врахувати умову нестисливостi повiтря (1.5.6), то коефiцiєнти
при ṗ у рiвняннях (1.2.7) i (1.5.2) збiгатимуться.

Розглянемо iншi члени в правих частинах рiвнянь (1.2.7) i
(1.5.2). Використавши спiввiдношення (1.5.8), спростимо ψ через
низку тотожностей:

ψ(p, V ) = p− p0 −
ρ10c

2
10

γ1

( V
V0

−
3∑

i=2

αi
Vi
Vi0

)−γ1

αγ1
1 − 1

 =

= p− p0 −
ρ10c

2
10

γ1

[(
V1
V10

)−γ1

− 1

]
=

= p− p0

(
V1
V10

)−γ1
= p− pe1.

Залежнiсть pe1 = pe1(V1) є рiвноважним рiвнянням стану по-
вiтря в ґрунтi, тобто рiвнянням стану вiльного повiтря. Оста-
точно другий доданок у правiй частинi (1.5.2) набуває вигляду
α1/η(p− pe1). Тодi, обмежившись припущенням за моделлю Ля-
хова, що тiльки один компонент релаксує:

cf1 ̸= ce1, cf2 = ce2, cf3 = ce3,
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Роздiл 1. Асимптотична усереднена модель структурованих середовищ

можна показати, що iншi доданки в рiвняннях (1.2.7) i (1.5.2)
збiгаються мiж собою за умови τ1 = ηV 2

1 /c
2
e1V10.

Отже, можна дiйти такого висновку. Асимптотична усередне-
на модель нерiвноважного квазiперiодичного середовища описує
нелiнiйнi довгi хвилi в середовищах, якi можуть мати будь-яку
кiлькiсть релаксiвних компонентiв (довiльнi розподiли V (ξ), τ(ξ)
на елементарнiй комiрцi структури), а функцiональнi залежностi
швидкостей звуку вiд тиску в моделi потрiбно додатково конкре-
тизувати. В межах запропонованої моделi вiдома модель Ляхова
для багатокомпонентних середовищ отримала математичне об-
ґрунтування. Доведено, що модель Ляхова є окремим випадком
асимптотичної усередненої моделi, має асимптотичну природу i
описує довгохвильовi збурення середовищ, у яких лише один (га-
зовий) компонент релаксiвний, причому у початковий момент на-
вантажування цей компонент є нестисливим, а швидкостi звуку
в компонентах — це заданi функцiї тиску.
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Роздiл 2

Солiтони в релаксiвному
однорiдному середовищi

Прогрес у розумiннi фундаментальних нелiнiйних явищ, що
спостерiгаються у багатьох напрямах сучасної науки, спрямо-
вує зусилля наукової спiльноти на створення все адекватнiших
фiзичних моделей. Природно, що математичнi моделi реальних
процесiв виявляються нелiнiйними. Iз розвитком нових науко-
вих методiв i пiдходiв все бiльше уваги придiляють створенню
нелiнiйних математичних моделей.

Крiм практичних потреб у дослiдженнi нелiнiйних систем
особливий iнтерес до цих моделей пов’язаний з новими успiхами
в теорiї нелiнiйних хвиль. Перспективи, що вiдкрилися, зумов-
ленi насамперед вiдкриттям методу оберненої задачi розсiюван-
ня для рiвняння Кортевега—де Врiза (KdV) [134] i виникненням
теорiї солiтонiв.

У цьому роздiлi основну увагу придiлено знаходженню солi-
тонних розв’язкiв еволюцiйного рiвняння, що моделює поширен-
ня нелiнiйних хвиль у релаксiвному середовищi. Низькочастотнi
збурення задовольняють рiвнянню KdV, високочастотнi — не-
лiнiйному еволюцiйному рiвнянню, яке вiдоме як рiвняння Ва-
хненка (the Vakhnenko equation). Доведено, що iснує зв’язок мiж
цим рiвнянням i рiвнянням Уiзема (the Whitham equation). Ана-
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лiз запропонованого нелiнiйного рiвняння дав змогу знайти його
точнi перiодичнi розв’язки на бiжучих хвилях, зокрема пооди-
нокi хвилi. Виявляється, що для поодиноких хвиль характернi
властивостi солiтонiв. Солiтоннi розв’язки — це окремi розв’яз-
ки, з якими пов’язано багато унiкальних властивостей нелiнiйних
рiвнянь, i передусiм їх iнтегровнiсть.

2.1 Високо- та низькочастотнi збурення
в релаксiвному середовищi

Проаналiзуємо систему рiвнянь руху (1.1.9), (1.1.10) спiльно з
динамiчним рiвнянням стану (1.1.6) [18,197]. Рiвняння стану для
швидкоплинного i повiльного процесiв вiдомi — (1.1.2), (1.1.3).
Розглянемо малi збурення p′ = p− p0 (p′ ≪ p) та врахуємо нелi-
нiйностi рiвнянь стану (1.1.2), (1.1.3), переписавши їх у виглядi
рядiв за степенями p′ з точнiстю до членiв O(p′2):

Vf (p0 + p′) = V0 − V 2
0 c

−2
f p′ + 1

2

d2Vf
dp2

∣∣∣∣
p=p0

p′2 + . . . ,

Ve(p0 + p′) = V0 − V 2
0 c

−2
e p′ + 1

2

d2Ve
dp2

∣∣∣∣
p=p0

p′2 + . . . .

(2.1.1)

Рiвняння руху (1.1.9), (1.1.10)

∂V

∂t
+

∂u

ρ0∂x
= 0,

∂u

∂t
− ∂u

ρ0∂x
= 0

зведемо до одного рiвняння, виключивши з них змiнну u через
диференцiювання за вiдповiдними змiнними:

∂2V

∂t2
+

∂2p

ρ20∂x
2
= 0. (2.1.2)

Продиференцiювавши двiчi за часом динамiчне рiвняння ста-
ну (1.1.7)

τp

(
dρ

dt
− c−2

f

dp

dt

)
+ (ρ− ρe) = 0
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2.1. Високо- та низькочастотнi збурення в релаксiвному середовищi

i пiдставивши до нього (2.1.2), отримаємо еволюцiйне рiвняння
вiд однiєї змiнної p′ [18, 197]:

τp
∂

∂t

(
∂2p′

∂x2
− c−1

f

∂2p′

∂t2
+

1

2V 2
0

d2Vf
dp2

∣∣∣∣
p=p0

∂2p′2

∂t2

)
+

+

(
∂2p′

∂x2
− c−1

e

∂2p′

∂t2
+

1

2V 2
0

d2Ve
dp2

∣∣∣∣
p=p0

∂2p′2

∂t2

)
= 0.

(2.1.3)

Вiдмiтимо, що у статтi [122] розглянуто подiбне рiвняння, але
без нелiнiйних членiв.

Середовищу, яке описуємо рiвнянням (2.1.3), властивi нелi-
нiйнiсть, характерна для гiдродинамiчних процесiв p′∂p′/∂x, та
складний дисперсiйний закон. Спочатку проаналiзуємо вiдповiд-
не цьому рiвнянню дисперсiйне спiввiдношення, яке легко ви-
пливає з (2.1.3) пiсля пiдстановки малого збурення у виглядi
p′ ∼ exp[i(kx− ωt)],

−iωτp
c2e
c2f

(ω2 − c2fk
2) + (ω2 − c2ek

2) = 0. (2.1.4)

З цього виразу знаходимо залежнiсть k = k(ω):

k2 =
ω2

c2f

τ2pω
2

1 + τ2pω
2

(
1 +

i

τpω

c2f − c2e

c2e
+

1

τ2pω
2

c2e
c2f

)
. (2.1.5)

Взявши квадратний корiнь, представимо k як k = k′+ik′′. Ясно,
що k′′ > 0 вiдповiдає швидкостi загасання хвилi з вiдстанню [76].
Величину c = ω/k′ можна зiставити зi швидкiстю поширення
збурення. Вирази для k′ i k′′ мають вигляд

k′ = a1

√√
a22 + a23 + a2, k′′ = a1

√√
a22 + a23 − a2,

a1 =
τ2pω

2

√
2cf

√
1 + τ2pω

2
, a2 = 1 +

c2f
τ2pω

2c2e
, a3 =

c2f − c2e

τpωc2e
.
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Рис. 2.1. Залежнiсть швидкостi c i коефiцiєнта загасання k′′ вiд ча-
стоти τpω

На рис. 2.1, як приклад, показано залежностi величин c i k′′ вiд
τpω для водонасиченого ґрунту з концентрацiєю повiтря 0,1. У
такому середовищi cf = 1620 м/с i ce = 260 м/с [80]. Швидкiсть
c монотонно зростає вiд ce до cf iз збiльшенням τpω. Водночас
залежнiсть k′′ = k′′(ω) вказує на те, що при ω → 0 дисипацiя
вiдсутня, а для високочастотних збурень величина k′′ стає ста-
лою i не залежить вiд ω (рис. 2.1). Водночас гранична величина
дорiвнює

τpk
′′ =

c2f − c2e

2c2fc
2
e

.

Енергiя високочастотного збурення завжди дисипує. Для таких
збурень зниження тиску завжди однакове на однiй i тiй самiй
вiдстанi i не залежить вiд частоти.

Наявнiсть рiвняння стану у виглядi (1.1.6) дає змогу описува-
ти ефекти, пов’язанi з об’ємною в’язкiстю середовища. Покаже-
мо, що для повiльних процесiв (а саме для них уведено поняття
коефiцiєнтiв в’язкостi в класичнiй гiдродинамiцi, тобто для про-
цесiв, що враховують невеликi вiдхилення вiд рiвноваги в лiнiй-
ному наближеннi) коефiцiєнт об’ємної в’язкостi ζ пов’язаний з
часом релаксацiї τρ через спiввiдношення [76,81,122]

ζ = τρρ(c
2
f − c2e). (2.1.6)

44



2.1. Високо- та низькочастотнi збурення в релаксiвному середовищi

Перепишемо (1.1.7) у виглядi ряду p вiд ρ за степенями τρ. Для
цього продиференцiюємо (1.1.7) за часом i результат пiдставимо
замiсть ρ̇ у це саме рiвняння. Повторивши цю процедуру декiль-
ка разiв, отримаємо з необхiдною точнiстю такий вираз:

dp = c2edρ+ τρ(c
2
f − c2e)dρ̇− τ2ρ (c

2
f − c2e)dρ̈+ . . . . (2.1.7)

Обмежимося двома членами ряду. Величина c2edρ̇ вiдповiдає при-
росту рiвноважного тиску dpe у нескiнченно повiльному процесi,
тобто dpe = c2edρ. Звернiмо увагу, що величина p набуває загаль-
нiшого сенсу, нiж просто тиск. З точнiстю до знака величина
(−p) є не що iнше, як напруження πii. За означенням, у низькоча-
стотному наближеннi напруження виражають через коефiцiєнт
об’ємної в’язкостi [76]

πii = −pe + ζ
∂u

∂x
.

Тодi з другого члена ряду (2.1.7) легко отримати значення кое-
фiцiєнта об’ємної в’язкостi (2.1.6).

У подальшому дослiджуватимемо рiвняння (2.1.3), яке є за-
гальним рiвнянням. Застосуємо для аналiзу цього рiвняння ме-
тод багатьох масштабiв [83]. Величину ε ≡ τpω вибираємо за ма-
лий (великий) параметр задачi. Величинi ω можна дати фiзичну
iнтерпретацiю. Це характерна частота певного хвильового збу-
рення. Для зручностi перепишемо рiвняння (2.1.3), опустивши
штрих у p′:

τpω
∂

∂tω

(
∂2p

∂(xω)2
− c−2

f

∂2p

∂(tω)2
+ αf

∂2p2

∂(tω)2

)
+

+

(
∂2p

∂(xω)2
− c−2

e

∂2p

∂(tω)2
+ αe

∂2p2

∂(tω)2

)
= 0,

(2.1.8)

αf =
1

2V 2
0

d2Vf

dp2

∣∣∣∣
p=p0

, αe =
1

2V 2
0

d2Ve

dp2

∣∣∣∣
p=p0

.

Введемо новi незалежнi змiннi

T0 = tω, X0 = xω, T−2 = tω/ε2, X−2 = xω/ε2. (2.1.9)
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Шукана величина p є функцiєю T0, X0, T−2, X−2, тобто p =
= p(T0, X0, T−2, X−2). Наявнi похiднi в (2.1.8) знаходимо через
новi незалежнi змiннi

∂

∂xω
=

∂

∂X0
+ ε−2 ∂

∂X−2
,

∂

∂tω
=

∂

∂T0
+ ε−2 ∂

∂T−2
,

∂2

∂(xω)2
=

∂2

∂X2
0

+ 2ε−2 ∂2

∂X0∂X−2
+ ε−4 ∂2

∂X2
−2

,

∂2

∂(tω)2
=

∂2

∂T 2
0

+ 2ε−2 ∂2

∂T0∂T−2
+ ε−4 ∂2

∂T 2
−2

, (2.1.10)

∂3

∂(tω)3
=

∂3

∂T 3
0

+ 3ε−2 ∂3

∂T 2
0 ∂T−2

+ 3ε−4 ∂3

∂T0∂T 2
−2

+ ε−6 ∂3

∂T 3
−2

,

∂3

∂tω∂(xω)2
=

∂3

∂X2
0∂T0

+ ε−2

(
∂3

∂X2
0∂T−2

+ 2
∂3

∂T0∂X0∂X−2

)
+

+ ε−4

(
∂3

∂T0∂X2
−2

+ 2
∂3

∂X0∂X−2∂T−2

)
+ ε−6 ∂3

∂X2
−2∂T−2

.

Пiдставивши цi похiднi у (2.1.8) i, згiдно з методом багатьох
масштабiв, прирiвнявши члени за однакових степенiв ε до ну-
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ля [19,27–29,201], маємо

O(ε+1) :
∂

∂T0

(
∂2p

∂X2
0

− c−2
f

∂2p

∂T 2
0

+ αf
∂2p2

∂T 2
0

)
= 0,

O(ε0) :
∂2p

∂X2
0

− c−2
e

∂2p

∂T 2
0

+ αe
∂2p2

∂T 2
0

= 0,

O(ε−1) :

(
∂3

∂X2
0∂T−2

+ 2
∂3

∂T0∂X0∂X−2

)
p− 3c−2

f

∂3p

∂T 2
0 ∂T−2

+

+3αf
∂3p2

∂T 2
0 ∂T−2

= 0,

O(ε−2) :
∂2p

∂X0∂X−2
− c−2

e

∂2p

∂T0∂T−2
+ αe

∂2p2

∂T0∂T−2
= 0,

O(ε−3) :

(
∂3

∂T0∂X2
−2

+ 2
∂3

∂X0∂X−2∂T−2

)
p− 3c−2

f

∂3p

∂T0∂T 2
−2

+

+3αf
∂3p2

∂T0∂T 2
−2

= 0,

O(ε−4) :
∂2p

∂X2
−2

− c−2
e

∂2p

∂T 2
−2

+ αe
∂2p2

∂T 2
−2

= 0,

O(ε−5) :
∂

∂T−2

(
∂2p

∂X2
−2

− c−2
f

∂2p

∂T 2
−2

+ αf
∂2p2

∂T 2
−2

)
= 0.

(2.1.11)

Одержано сiм рiвнянь, причому першi два з них залежать тiльки
вiд T0, X0, а останнi два — тiльки вiд T−2, X−2. Отже, перши-
ми двома з них описують низькочастотнi збурення, а останнi-
ми — високочастотнi. Взаємодiю мiж цими збуреннями виража-
ють трьома середнiми рiвняннями.

Випишемо рiвняння руху для низькочастотного (τpω ≪ 1) i
високочастотного (τpω ≫ 1) збурень у початкових незалежних
змiнних x, t, враховуючи при цьому, що нелiнiйнi члени є малою
величиною порядку ε порiвняно з iншими членами у наведеному
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рiвняннi. Об’єднавши два останнi рiвняння (2.1.11), отримаємо
рiвняння для високочастотного збурення (τpω ≫ 1)

∂2p

∂x2
− c−2

f

∂2p

∂t2
+ αfc

2
f

∂2p2

∂x2
+ βf

∂p

∂x
+ γfp = 0, (2.1.12)

αf =
1

2V 2
0

d2Vf

dp2

∣∣∣∣
p=p0

, βf =
c2f − c2e

τpc2ecf
, γf =

c4f − c4e

2τ2p c
4
ec

2
f

.

Крiм нелiнiйного члена з коефiцiєнтом αf рiвняння мiстить ди-

сипативний βf
∂p

∂x
i дисперсiйний γfp члени. Якщо αf = βf = 0,

то приходимо до лiнiйного рiвняння Клейна—Гордона. Для нього
вiдомi функцiї Грiна [39], що дає змогу вiдшукати його розв’язок
принаймнi у квадратурах. Водночас загальне рiвняння (2.1.12),
як виявилося, вивчено недостатньо.

Певна рiч, аналiз i пошук окремих розв’язкiв виведеного рiв-
няння (2.1.12) становлять безперечний iнтерес. Нижче, у пiд-
розд. 2.2, показано, що рiвнянню (2.1.12) властивi перiодичнi ста-
цiонарнi розв’язки, зокрема, у виглядi поодиноких хвиль.

У iншому граничному випадку (τpω ≪ 1), залучивши два пер-
шi рiвняння системи (2.1.11), отримуємо рiвняння для низько-
частотних збурень. Обмежившись розглядом поширення хвиль
в один бiк i вважаючи, що

∂

∂x
− c−1

e

∂

∂t
= 2

∂

∂x

(так звана факторизацiя), остаточно маємо

∂p

∂t
+ ce

∂p

∂x
+ αec

3
ep
∂p

∂x
− βe

∂2p

∂x2
+ γe

∂3p

∂x3
= 0, (2.1.13)

αe =
1

2V 2
0

d2Ve

dp2

∣∣∣∣
p=p0

, βe =
c2eτp
2c2f

(c2f − c2e),

γe =
c3eτ

2
p

8c4f
(c2f − c2e)(c

2
f − 5c2e).

48



2.1. Високо- та низькочастотнi збурення в релаксiвному середовищi

Це вiдоме рiвняння Кортевега–де Врiза–Бюргерса (КdVВ). Його
застосовують у багатьох роздiлах фiзики пiд час опису неста-
цiонарних нелiнiйних процесiв. Математики придiляють велику
увагу вивченню поведiнки розв’язкiв цього рiвняння [1, 40, 57,
59, 90]. Великi успiхи в iнтегруваннi нелiнiйних рiвнянь пов’я-
занi з дослiдженням рiвняння KdV. Це рiвняння має дивовиж-
нi властивостi, передусiм iнтегровнiсть, перетворення Беклунда,
iєрархiю законiв збереження. Рiвняння iнтегрують, наприклад,
за допомогою методу оберненої задачi розсiювання. Вiдправив-
ши читача до монографiй [1, 57, 59] за докладним описом особ-
ливих властивостей, характерних для рiвнянь KdV, вiдзначимо
одну iз них — наявнiсть солiтонних розв’язкiв. Солiтоннi розв’яз-
ки вказують на особливi властивостi нелiнiйного еволюцiйного
рiвняння. До таких властивостей так чи iнакше можна вiднести
те, що до рiвняння вдається застосовувати метод оберненої за-
дачi розсiювання i метод Хiроти.

Знаходження солiтонних розв’язкiв для iнших нелiнiйних рiв-
нянь викликає особливу зацiкавленiсть. Випишемо односолiтоннi
розв’язки для рiвняння (2.1.13) за вiдсутностi дисипацiї (βe = 0):

p = Aα−1
e sech2

[
1

2

√
A

3γe

(
x− cet−

A

3
t

)]
.

Солiтон з бiльшою амплiтудою A має бiльшу швидкiсть. Вiдомо,
що пiсля нелiнiйної взаємодiї два солiтони набувають початкової
форми, проте спостерiгається зсув за фазою. У разi дисипацiї
(βe ̸= 0) також вдалося знайти точнi стацiонарнi розв’язки [69,
70].

Привертає увагу той факт, що дисперсiйнi спiввiдношення
ω = ω(k) для лiнеаризованих рiвнянь (2.1.12), (2.1.13) подають
скiнченними рядами в першому випадку за степенями k−1, у дру-
гому — за степенями k вiдповiдно:

ω2 = c2fk
2(1 + iβfk

−1 − γfk
−2), τpω ≫ 1.

ω = cek + iβek
2 − γek

3, τpω ≪ 1.
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Роздiл 2. Солiтони в релаксiвному однорiдному середовищi

2.2 Нелiнiйне рiвняння
для високочастотних збурень

Нижче проаналiзовано еволюцiйне рiвняння (2.1.12) [18, 21,
24, 37, 163, 176, 196–199, 204–211, 215–218]. Важливо, що воно є
нелiнiйним, причому нелiнiйнiсть характерна для гiдродинамiч-
них еволюцiйних рiвнянь, а члени, вiдповiдальнi за дисипацiю та
дисперсiю, мають особливий вигляд. На першому етапi доцiльно
дослiджувати рiвняння без дисипацiї βf = 0. До яких розв’яз-
кiв може привести взаємовплив нелiнiйностi i дисперсiї в цьому
рiвняннi? Тут зважаємо на деяку аналогiю з рiвнянням KdV, в
якому такий вплив може дати солiтоннi розв’язки.

Проаналiзуємо рiвняння (2.1.12)

∂2p

∂x2
− c−2

f

∂2p

∂t2
+ αfc

2
f

∂2p2

∂x2
+ βf

∂p

∂x
+ γfp = 0.

Обмежимося розглядом хвиль, що поширюються тiльки в один
бiк. З цiєю точнiстю перепишемо оператор

∂2

∂x2
− c−2

f

∂2

∂t2
=

=

(
∂

∂x
− c−1

f

∂

∂t

)(
∂

∂x
+ c−1

f

∂

∂t

)
→ 2

∂

∂x

(
∂

∂x
+ c−1

f

∂

∂t

)
,

i тодi в нелiнiйному членi похiдну за часом можна замiнити на
просторову похiдну. Внаслiдок того що нелiнiйний i дисипатив-
ний члени вважаємо малими порiвняно з iншими, зручно перейти
до нових змiнних. Переходимо до системи координат, що перемi-
щується iз швидкiстю cf . У безрозмiрних змiнних

x̃ =

√
γf
2
(x− cf t), t̃ =

√
γf
2
cf t, ũ = αfc

2
fp

рiвняння (2.1.12) набуває такого вигляду [18, 21, 197] (в подаль-
шому тильду опускаємо):

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ α

∂u

∂x
+ u = 0. (2.2.1)
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2.2. Нелiнiйне рiвняння для високочастотних збурень

Стала величина α = βf/
√

2γf завжди є додатною.
Насамперед становить iнтерес вивчення рiвняння (2.1.12) без

дисипацiї βf = 0 (α = 0 у рiвняннi (2.2.1)):

∂2p

∂x2
− c−2

f

∂2p

∂t2
+ αfc

2
f

∂2p2

∂x2
+ γfp = 0.

У безрозмiрних змiнних рiвняння набуває вигляду

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ u = 0. (2.2.2)

Виявилося, що рiвняння (2.2.2) недостатньо вивчено. Вже тра-
дицiйно в науковiй лiтературi рiвняння (2.2.2) називають рiвнян-
ням Вахненка (the Vakhnenko equation). Надалi будемо притри-
муватися цiєї оригiнальної назви, хоча в деяких пiзнiших дже-
релах трапляються такi назви: рiвняння Островського–Хандера,
рiвняння для коротких хвиль, зведене рiвняння Островського, а
також рiвняння Островського–Вахненка.

Рiвняння (2.2.2) мiстить суто дисперсiйний член. Дисперсiйне
спiввiдношення для лiнеаризованого рiвняння (2.2.2) легко запи-
сати:

ω = −k−1.

Власне, дисперсiйне спiввiдношення рiвняння (2.2.2) вiдповiдає
за дисперсiйне розмиття хвилi.

Рiвняння (2.2.1) i (2.2.2) мають зв’язок з рiвнянням Уiзе-
ма [40,104]. Звернемося до рiвняння Уiзема, загальний запис яко-
го має вигляд

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

−∞∫
∞

K(x− s)
∂u

∂s
ds = 0.

Це рiвняння мiстить нелiнiйнiсть uux, яка характерна для гiд-
родинамiчних рiвнянь. Останнiй член рiвняння вiдповiдальний
за дисперсiю. Вiдомо [40,104], що завжди можна пiдiбрати ядро
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K(x), таке, щоб отримати потрiбну дисперсiю. Дiйсно, диспер-
сiйне спiввiдношення c(k) = −ω(k)/k i ядро K(x) пов’язанi мiж
собою через перетворення Фур’є:

c(k) = F [K(x)], K(x) = F−1[c(k)].

Отже, для рiвняння (2.2.1) ядро має вигляд

K(x) =
1

2
[α(2Θ(x)− 1) + |x|],

водночас для рiвняння (2.2.2) з дисперсiйним спiввiдношенням
ω = −1/k ядро набуває вигляду

K(x) = F−1[ω(k)/k] =
1

2
|x|.

Тут Θ(x) — функцiя Хевiсайда.
Таким чином, рiвняння (2.2.1) i (2.2.2) для розв’язкiв, що

швидко спадають на нескiнченностi, зводяться до рiвняння
Уiзема й мають такий вигляд:

для рiвняння (2.2.1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ αu+

1

2

∞∫
−∞

|x− s|∂u
∂s
ds = 0; (2.2.3)

для рiвняння (2.2.2)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

2

−∞∫
∞

|x− s|∂u
∂s
ds = 0. (2.2.4)

Звернемо увагу на рiвняння без дисипацiї (2.2.4). Вiдзначимо,
що для рiвняння Уiзема характернi цiкавi властивостi. Зокрема,
це рiвняння описує стiйкi хвильовi утворення типу поодиноких
хвиль, має перiодичнi розв’язки, пояснює iснування граничної
амплiтуди [40]. Важливою властивiстю є наявнiсть багатьох за-
конiв збереження для хвиль, якi швидко спадають на нескiнчен-
ностi. Вкажемо на деякi з них:

d

dt

−∞∫
∞

udx = 0,
d

dt

−∞∫
∞

u2dx = 0,
d

dt

−∞∫
∞

(
1

3
u3 + K̂u

)
dx = 0.
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За означенням

K̂u =

−∞∫
∞

K(x− s)u(s, t)ds.

Зупинимося детально на запропонованому рiвняннi (2.2.2)

∂

∂x

(
∂

∂t
+ u

∂

∂x

)
u+ u = 0.

Його можна проiнтегрувати i знайти стацiонарнi розв’язки на
бiжучих хвилях. Розв’язок шукаємо у виглядi

u(x, t) = u(x− vt) = u(η), η = x− vt. (2.2.5)

Отже, переходимо вiд двох незалежних змiнних до однiєї. Ве-
личина v є параметром. Пiдставивши (2.2.5) у рiвняння (2.2.4),
пiсля однократного iнтегрування маємо

−vu+
1

2
u2 + K̂u+ c = 0. (2.2.6)

Скористаємося тiєю обставиною, що функцiя |η| є фундаменталь-
ним розв’язком рiвняння

d2

dη2
|η| = 2δ(η),

тобто справедливе спiввiдношення

d2

dη2
K̂u = u.

Застосувавши до (2.2.6) оператор диференцiювання
d2

dη2
, отри-

муємо

d2

dη2
(u− v)2 + 2u = 0. (2.2.7)
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Це рiвняння виведено для хвиль, що швидко спадають на нескiн-
ченностi. Проте у публiкацiї [40] доведено, що це саме рiвняння
справедливе також для перiодичних розв’язкiв. Iнтегрування в
цьому випадку потрiбно проводити за перiодом розв’язку [40].
Необхiдно зазначити, що (2.2.7) можна отримати з (2.2.2) пiд-
становкою (2.2.5).

За допомогою замiни

z = u− v

зводимо рiвняння (2.2.7) до вигляду

d

dη
zz′ + (z + v) = 0. (2.2.8)

Помноживши його на zz′ та проiнтегрувавши, приходимо до рiв-
няння

1

2
(zz′)2 = −1

3
z3 − 1

2
vz2 + c1. (2.2.9)

Штрих позначає похiдну за η. Тричлен в правiй частинi зручно
подати через коренi ai (i = 1, 2, 3) рiвняння, утвореного з цього
тричлена. Тодi рiвняння (2.2.9) набуває вигляду

1

2
(zz′)2 = −1

3
(z − a1)(z − a2)(z − a3). (2.2.10)

Якщо iснує комплексний корiнь ai, легко перевiрити, що в та-
кому випадку значення z прямує до мiнус нескiнченностi, а це
суперечить фiзичнiй постановцi задачi. Дiйсно, тричлен в обла-
стi iнтегрування завжди має бути додатним, як випливає з лi-
вої частини рiвняння (2.2.10), i якщо буде тiльки один дiйсний
корiнь, то область iнтегрування за z пробiгає вiд мiнус нескiн-
ченностi до значення єдиного дiйсного кореня. Отже, всi коренi
тричлена мають бути дiйсними. Для визначеностi вважатиме-
мо a1 ≤ a2 ≤ a3. Це вимагає, щоб виконувалась умова, за якої

значення c1 потрапляє у вiдрiзок 0 ≤ z ≤ 1

6
v2. Оскiльки iснує
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2.2. Нелiнiйне рiвняння для високочастотних збурень

тiльки одна константа c1, лише один корiнь може бути вибра-
ний довiльним, наприклад a3. Iншi коренi пов’язанi з ним через
q формулою

a2,1 =
1

2

(
−q ±

√
q2 − 4a3q

)
, q ≡ 3

2
v + a3. (2.2.11)

Причому корiнь a3 належить вiдрiзку a3 ∈ [0, 0, 5v] для v > 0 або
вiдрiзку a3 ∈ [−v, −1, 5v] для v < 0. Тодi з останньої формули
випливає, що завжди a1 < 0, а корiнь a2 змiнює знак залежно
вiд знака v.

Областю iнтегрування рiвняння (2.2.11) є вiдрiзок [a2, a3]. У
точках z = a2 та z = a3 похiднi z′ дорiвнюють нулю. Iнтегруємо
рiвняння (2.2.11)

±
√

2

3
η + c2 =

a3∫
z

zdz√
(z − a1)(z − a2)(a3 − z)

=

=
2a1

a3 − a1
F (φ, k) + 2(a3 − a1)E(φ, k).

(2.2.12)

Тут F (φ, k), E(φ, k) — неповнi елiптичнi iнтеграли першого та
другого родiв вiдповiдно,

sinφ =
a3 − z

a3 − a2
, k2 =

a3 − a2
a3 − a1

. (2.2.13)

Константа c2 визначає початкову фазу хвильового збурення, без
втрати загальностi можна вважати, що вона дорiвнює нулю. Спiв-
вiдношення (2.2.12) та (2.2.13) дають параметричну залежнiсть
шуканої функцiї η = η(φ).

Можна визначити довжину хвилi як прирiст, який отримує
величина η, коли змiнна φ пробiгає значення вiд нуля до 2π:

λ =
2
√
6√

a3 − a1
[a1K(m) + (a3 − a1)E(m)] , (2.2.14)

де K(m), E(m) — повнi елiптичнi iнтеграли першого та другого
роду вiдповiдно.
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Iснує два випадки: v > 0 i v < 0.
Для хвилi, що рухається зi швидкiстю, яка перевищує швид-

кiсть поширення звуку високочастотних збурень cf , тобто v >
> 0, спостерiгається особливiсть: при z = 0 (ця точка входить в
область iнтегрування z ∈ [a2, a3]) похiднi z′ прямують до нескiн-
ченностi. В околi z = 0 розв’язок пiдпорядковується рiвнянню

∂2

∂η2
(z2 + 2vη2) = 0, (2.2.15)

тобто iнтегральна крива в околi цiєї точки проходить по елiпсу,
центр якого лежить на лiнiї u = v.

Через багатозначнiсть елiптичних iнтегралiв розв’язки є пе-
рiодичними i, як видно з рис. 2.2, а, неоднозначними. Розв’язки
мають вигляд петель, що перiодично повторюються. Для гранич-
ної амплiтуди umax = 1, 5v перiодична хвиля вироджується у вiд-
окремлену хвилю (крива 1 на рис. 2.2, а).

Дуже цiкавим здається той факт, що довжина хвилi вiд’ємна
λ ≤ 0 для v > 0. Для поодинокої хвилi маємо λ = 0.

У другому випадку, коли хвиля рухається iз швидкiстю, мен-
шою за швидкiсть звуку cf , тобто v < 0, точка z = 0 не потрапляє
у вiдрiзок [a2, a3]. Профiлi хвилi для рiзних максимальних ам-
плiтуд представлено на рис. 2.2, б. Розв’язок u = u(η) є завжди

–3 0 3 6 ζ

–1,0

–0,5

0

0,5
          u/v

1
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3

á

Рис. 2.2. Розв’язки на бiжучих хвилях для рiзних амплiтуд (1, 2 ) i
параметра v: а — v > 0; б — v < 0
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2.3. Взаємодiя солiтонiв

однозначним. Для цього типу хвиль довжина хвилi λ — додатна.
При малих амплiтудах umax → 0 хвиля переходить у синусоїдаль-
ну з перiодом λ = 2π

√
|v|. За збiльшення максимальної амплi-

туди перiод зменшується до значення λ = 6
√

|v|. Профiль хвилi
майже завжди гладкий, тiльки для хвилi з граничною амплiту-
дою umax = 0, 5|v| характер профiлю змiнюється. Крива 1 (рис.
2.2, б ), яка вiдповiдає цьому випадку, має точку загострення i
складається з парабол. При η = 3

√
|v| (це пiвперiод) спостерiга-

ється точка загострення, тут похiдна
du

dη
= −

√
|v| змiнює знак

на протилежний.
Подамо фiзичну iнтерпретацiю неоднозначним розв’язкам.

Пiд час поширення хвилi в середовищi з внутрiшнiми обмiнни-
ми процесами хвильове збурення порушує термодинамiчну рiв-
новагу на мiкрорiвнi (динамiчний процес), тодi як взаємодiя мiж
частинками середовища прагне вiдновити цю рiвновагу (процес
релаксацiї). Для високочастотних збурень τpω ≫ 1 час релаксацiї
τp набагато бiльший за характерний час змiни хвильового поля
1/ω, тому взаємодiя мiж частинками не встигає вiдновити рiвно-
вагу. Отже, частинки з рiзними термодинамiчними параметрами
можуть з’явитися в одному мiкрооб’ємi.

2.3 Взаємодiя солiтонiв

Зрозумiло, що неоднозначнi розв’язки, одержанi у пiдрозд.
2.2 (рис. 2.2), суттєво ускладнюють дослiдження рiвняння (2.2.2)
у початкових координатах (x, t). Зазначену труднiсть вдалося по-
долати, перейшовши до нових координат. Результати, поданi у
цьому пiдроздiлi, отримано спiльно з Дж. Паркесом (E.J. Parkes).

2.3.1 Рiвняння Вахненка—Паркеса

Досягнуто успiху в знаходженнi нових координат, в яких роз-
в’язки задано однозначними функцiями у параметричному ви-
глядi. Перетворення мiж координатами виявилося подiбним до
перетворення мiж лагранжевими та ейлеровими координатами.

57
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За означенням, новi координати (X,T ) вводять, застосував-
ши спiввiдношення

φdT = dx− u dt, X = t, (2.3.1)

де φ — допомiжна залежна змiнна. Важливо, що функцiї x =
= θ(X,T ) та u = U(X,T ) виявилися однозначними, тобто в ко-
ординатах (X,T ) розв’язки початкового рiвняння (2.2.2) задають
у параметричному виглядi однозначними функцiями. Введення
нових координат (X,T ) є ключовим моментом для дослiдження
взаємодiї солiтонiв, а також iнтерпретацiї неоднозначних розв’яз-
кiв [197]. Перетворення (2.3.1) є подiбним до перетворення мiж
ейлеровими (x, t) та лагранжевими (X,T ) координатами. Вима-
гаємо, щоб T = x за вiдсутностi збурення, тобто за умови, коли
u(x, t) = 0. Тому φ = 1, якщо u(x, t) = 0.

Обернене до (2.3.1) перетворення визначимо так:

dx = φdT + U dX, t = X, U(X,T ) ≡ u(x, t). (2.3.2)

Оскiльки перетворення (2.3.2) має бути взаємооднозначним, dx
є повним диференцiалом, а отже:

∂φ

∂X
=
∂U

∂T
. (2.3.3)

Рiвняння (2.2.2), яке записано через новi залежнi змiннi φ(X,T ),
U(X,T )

∂2φ

∂X2
+ Uφ = 0, (2.3.4)

разом з рiвнянням (2.3.3) складає головну систему рiвнянь. Си-
стему рiвнянь (2.3.3), (2.3.4) можна звести до нелiнiйного рiвнян-
ня з однiєю невiдомою величиною W :

WX = U. (2.3.5)

Будемо вивчати такi розв’язки U , якi прямують до нуля при
|X| → ∞, або рiвносильно розв’язки W , якi приймають сталi
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2.3. Взаємодiя солiтонiв

значення на безмежностi. З рiвнянь (2.3.3) та (2.3.5), врахувавши
вимогу φ → 1 при |X| → ∞, маємо φ = 1 +WT . Виключивши
змiнну φ з (2.3.4), отримуємо трансформований вид рiвняння
Вахненка (2.2.2)

WXXT + (1 +WT )WX = 0 (2.3.6)

або еквiвалентний —

UUXXT − UXUXT + U2UT = 0. (2.3.7)

До того ж, як випливає з (2.3.2), початкова незалежна просто-
рова змiнна x може бути визначена iз спiввiдношення

x = θ(t, T ), θ(X,T ) = x0 + T +W (X,T ), (2.3.8)

де x0 — довiльна стала. Оскiльки функцiї θ(X,T ) i U(X,T ) —
однозначнi, то проблему, пов’язану з неоднозначними розв’язка-
ми, подолано щонайменше з математичної позицiї.

Запропоноване перетворення вперше було знайдено та опуб-
лiковано в статтях [163,204,205]. Дотримуючись термiнологiї пуб-
лiкацiй [108,133,158,228], у подальшому на рiвняння (2.3.6) поси-
латимемося як на рiвняння Вахненка–Паркеса (the Vakhnenko–
Parkes equation — VPE).

Як приклад подамо розв’язки (2.2.12), (2.2.13) для рiвняння
(2.2.2) у трансформованих координатах, тобто знайдемо розв’яз-
ки на бiжучих хвилях для рiвняння (2.3.7). Покажемо, як можна
цього досягти. Продиференцiювавши спiввiдношення (2.2.12) за
η, матимемо

±
√

2

3
∂η
∂X

= ±
√

2

3

(
−v + ∂x

∂X

)
= ±

√
2

3
(−v +WX(X,T )) =

= ±
√

2

3
z = z√

(z − a1)(z − a2)(a3 − z)
∂z
∂X

,

або

±
√

2

3
=

1√
(z − a1)(z − a2)(a3 − z)

∂z

∂X
.
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Рис. 2.3. Розв’язки на бiжучих хвилях для рiзних амплiтуд (1—3 ) у
координатах (X,T ): а — v > 0; б — v < 0

Звiдки пiсля iнтегрування отримуємо

±
√

2

3
X =

a3∫
z

dz√
(z − a1)(z − a2)(a3 − z)

=
2√

a3 − a1
F (φ, k).

(2.3.9)

Спiльно з z = U(X,T ) + v це спiввiдношення задає шукану за-
лежнiсть U(X,T ) у параметричному видi. Таким чином, маємо
розв’язок у нових координатах (X,T ).

Розв’язки для v > 0 в координатах (X,T ) подано на рис. 2.3, а.
Кривi 1, 2 на ньому вiдповiдають кривим 1, 2 на рис. 2.2, а.
Розв’язки в координатах (X,T ) для v < 0 представлено на
рис. 2.3, б, кривi 1—3 вiдповiдають кривим 1—3 на рис. 2.2, б.

З одного боку, поставлена мета досягнута, а саме отримано
розв’язки в нових координатах, в яких вони стали однозначними.
З iншого боку, дуже важливо, що перiодичний розв’язок (крива
1, рис. 2.2, б ), а саме кусково-перiодичний розв’язок з парабол,
стає неперiодичним. Iнакше кажучи, знаходимо певну вiдповiд-
нiсть мiж кривими 1 на рис. 2.3, а, б. Ця особливiсть видається
доволi важливою для подальшого розгляду перiодичних розв’яз-
кiв методом оберненої задачi розсiювання.
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2.3. Взаємодiя солiтонiв

2.3.2 Метод Хiроти

Для побудови точних хвильових розв’язкiв повнiстю iнтегров-
них рiвнянь розроблено рiзноманiтнi ефективнi методи. Одним iз
фундаментальних прямих методiв без сумнiву є бiлiнiйний метод
Хiроти [143–145,160], для якого характернi унiкальнi властиво-
стi, що уможливлює знаходження багатосолiтонних розв’язкiв,
перетворення Беклунда, законiв збереження.

Щоб дослiдити деяке нелiнiйне рiвняння методом Хiроти, по-
трiбно насамперед звести це рiвняння до бiлiнiйного виду Хiро-
ти [143]

F (DX , DT )f · f = 0, (2.3.10)

де F — полiном вiдносно операторiв DT i DX . Кожне рiвняння
має свiй власний полiном. За означенням, бiлiнiйний оператор
Хiроти вводять так (див. розд. 5.2 у публiкацiї [143]):

Dn
TD

m
Xa · b =

=

(
∂

∂T
− ∂

∂T ′

)n( ∂

∂X
− ∂

∂X ′

)m

a(T,X)b(T ′, X ′)

∣∣∣∣
T=T ′, X=X′

.

(2.3.11)

Якщо полiном F задовольняє умовам (5.41), (5.42) iз публiка-
цiї [143]:

F (DX , DT ) = F (−DX ,−DT ), F (0, 0) = 0, (2.3.12)

то вдається успiшно застосовувати метод Хiроти. При цьому важ-
ливим рiвнянням є дисперсiйне спiввiдношення

F (2ki,−2ωi) = 0, i = 1, . . . , N. (2.3.13)

Для знаходження розв’язкiв рiвняння (2.3.6) за методом Хiро-
ти [143] необхiдно подати його через оператори Хiроти (2.3.11).
Записавши

W = 6(ln f)X , (2.3.14)
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знаходимо, що

WX =
3D2

Xf · f
f2

, WXXT +WXWT =
3DTD

3
Xf · f
f2

. (2.3.15)

Тодi бiлiнiйна форма рiвняння Вахненка—Паркеса набуває ви-
гляду

F (DX , DT )f · f = 0, F (DX , DT ) := DTD
3
X +D2

X . (2.3.16)

Вiдповiдно до працi [143], спiввiдношення

f = 1 + e2η, (2.3.17)

де η = kX−ωT +α визначає односолiтонний розв’язок. Тут k, ω,
α — сталi величини. Дисперсiйне спiввiдношення (2.3.13) набуває
вигляду F (2k,−2ω) = 0, звiдки знаходимо ω = 1/4k, а отже

η = k(X − cT ) + α, c = 1/4k2. (2.3.18)

Пiдстановка (2.3.17) у (2.3.14) дає односолiтонний розв’язок VPE

W (X,T ) = 6k(1 + tanh η), (2.3.19)

так що

U(X,T ) = 6k2 sech2 η. (2.3.20)

Спiввiдношення u(x, t) = U(X,T ) (2.3.2) спiльно з (2.3.8), (2.3.19)
та (2.3.20) задають однопетлевий солiтонний розв’язок рiвнян-
ня (2.2.2) у параметричному виглядi.

Визначивши, що v = 1/c, перепишемо (2.3.8):

x−vt = −v(X−cT )+6k(1+tanh[k(X−cT )+α])+x0. (2.3.21)

Параметром у цьому разi є величина χ = X − cT . Однопетле-
вий солiтонний розв’язок для (2.2.2) можна подати в термiнах
параметра χ у виглядi

u =
3v

2
sech2

(√
v χ

2

)
, x−vt = x̃0−vχ+3

√
v tanh

(√
v χ

2

)
(2.3.22)

з довiльними сталими v(> 0) i x̃0.
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Зазвичай вважають, що величина α є дiйсною величиною,
щоб розв’язок U(X,T ) був дiйсною функцiєю. Однак дiйснi роз-
в’язки можна отримати також при α = −iπ + α̃ (α̃ — дiйсна
величина). У цьому випадку солiтонний розв’язок (сингулярний
солiтонний розв’язок) буде розривним [226]:

U(X,T ) = 6k2 sinh−2 η. (2.3.23)

2.3.3 Двосолiтонний розв’язок

Двосолiтонний розв’язок визначають за спiввiдношенням

f = 1 + e2η1 + e2η2 + b2e2(η1+η2). (2.3.24)

Тут ηi = kiX − ωiT + αi,

b2 = − F [2(k1 − k2),−2(ω1 − ω2)]

F [2(k1 + k2),−2(ω1 + ω2)]
, (2.3.25)

де величини ki, ωi, αi — сталi. Дисперсiйне спiввiдношення набу-
ває вигляду F (2ki,−2ωi) = 0, звiдки знаходимо, що ωi = 1/4ki, а
також

ηi = ki(X − ciT ) + αi, ci = 1/4k2i . (2.3.26)

Без втрати загальностi можна вважати k2 > k1, i тодi

b =
k2 − k1
k2 + k1

√
k21 + k22 − k1k2
k21 + k22 + k1k2

. (2.3.27)

Пiдставивши (2.3.24) в (2.3.14), одержуємо розв’язок рiвняння
(2.3.6). Згiдно з Ходнетт (Hodnett) i Молоней (Moloney) [146,161],
перепишемо W (X,T ) у виглядi

W =W1 +W2, (2.3.28)

де Wi = 6ki(1 + tanh gi),
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та

g1(X,T ) = η1 +
1

2
ln

[
1 + b2e2η2

1 + e2η2

]
,

g2(X,T ) = η2 +
1

2
ln

[
1 + b2e2η1

1 + e2η1

]
. (2.3.29)

Рис. 2.4. Взаємодiя двох солiтонiв: а — менший солiтон пiд час взає-
модiї набуває зсуву фаз назад; б — менший солiтон не має фазового
зсуву; в — солiтони набули зсуву фаз вперед
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Тому U можна записати, як

U = U1 + U2, (2.3.30)

де Ui = 6ki
∂gi
∂X

sech2 gi. Петлеподiбний двосолiтонний розв’язок
рiвняння (2.2.2) визначають спiввiдношеннями

u(x, t) = U(t, T ), x = θ(t, T ), θ(X,T ) = T+W (X,T )+x0 (2.3.31)

спiльно з (2.3.28) i (2.3.30).
Взаємодiючи, два солiтони проявляють особливостi, якi не

властивi рiвнянню KdV (рис. 2.4). Бiльший солiтон з k2, ру-
хаючись з бiльшою швидкiстю, наздоганяє менший з k1, який
рухається в тому самому напрямку. Виключно для зручностi
на рис. 2.4 показано взаємодiю солiтонiв у системi координат,
що рухається зi швидкiстю центра мас. Пiсля нелiнiйної взаємо-
дiї солiтони роздiляються, вiдтворюючи свою початкову форму.
Єдиним результатом взаємодiї залишається зсув фаз. Бiльший
солiтон завжди зсувається вперед. Навпаки, для малого солiто-
ну характернi три види фазового зсуву. Така властивiсть не є
типовою для рiвняння KdV. Виявляється, що iснує спецiальне
значення вiдношення (k1/k2)

∗ = 0, 88867.
1. Для (k1/k2) < (k1/k2)

∗ менший солiтон пiд час взаємодiї
набуває фазового зсуву назад (рис. 2.4, а).

2. Для (k1/k2) = (k1/k2)
∗ менший солiтон не має фазового

зсуву (рис. 2.4, б ).
3. Для (k1/k2) > (k1/k2)

∗ як бiльший, так i менший солiтон
має фазовий зсув вперед (рис. 2.4, в).

2.4 Еволюцiйне рiвняння з дисипацiєю

Рiвняння (2.2.2)

∂

∂x

( ∂
∂t

+ u
∂

∂x

)
u+ u = 0

отримано за умови виключення з розгляду дисипативного чле-
на з рiвняння (2.1.12). Перiодичнi розв’язки на бiжучих хвилях
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у цьому випадку мають форму петель. Як наголошувалося, на-
явнiсть особливих точок, в яких похiднi приймають нескiнченне
значення, iстотно ускладнює дослiдження отриманих розв’язкiв
на стiйкiсть. З особливими точками також пов’язанi проблеми,
якщо враховувати дисипацiю. Важливо розглянути питання: чи
iснуватимуть розв’язки у виглядi петель, якщо враховувати ди-
сипацiю? Воно постає у зв’язку з тим, що в особливих точках
дисипативний член прямує до безмежностi. Цiлком можливо,
що введення дисипативностi зруйнує петлеподiбнi розв’язки. Тут
маємо на увазi такий вiдомий факт. Для простого нелiнiйного
еволюцiйного рiвняння без дисперсiї i дисипацiї

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 (2.4.1)

будь-який початковий гладкий розв’язок з граничними умовами

u|x→+∞ = 0, u|x→−∞ = u0 = const > 0 (2.4.2)

врештi-решт стає неоднозначним. Якщо врахувати дисипатив-
ний член, то виходить вiдоме рiвняння Бюргерса (Bürgers equati-
on) [119]

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ µ

∂2u

∂x2
= 0. (2.4.3)

Вiдомо, що наявнiсть дисипативного члена в рiвняннi (2.3.3) при-
водить до того, що пiд час еволюцiї параметри хвилi нiколи не
можуть стати неоднозначними. Цiкаво, як впливатиме врахуван-
ня дисипативного члена (2.2.3) на петлеподiбнi (неоднозначнi)
розв’язки? На вiдмiну вiд рiвняння Бюргерса (2.4.3), виявилось,
i це буде доведено, що дисипативний член з α у рiвняннi (2.2.3),
який не перевищує деякого граничного значення α∗, не руйнує
петлеподiбнi розв’язки.

Проаналiзуємо вплив дисипацiї, виходячи з рiвняння (2.2.3).
Врахувавши перетворення змiнних

z = u− v, η = x− vt, τ = t, (2.4.4)
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перепишемо його у координатах, що рухаються зi швидкiстю v:

zτη + (zzη)η + (z + v) + αzη = 0. (2.4.5)

Нас цiкавить розв’язок на бiжучих хвилях, тому покладемо
zτ = 0, а отже

(zzη)η + (z + v) + αzη = 0. (2.4.6)

Розглянемо поведiнку розв’язкiв в околi особливих точок, де
zη → ±∞. Тут z = 0, тому в рiвняннi (2.4.6), нехтуючи членом
z порiвняно з v, маємо

(zzη)η + v + αzη = 0. (2.4.7)

Зручно перейти до оберненої функцiї η = η(z). Тодi zη = 1/ηz та
zηη = −ηzz/η3z , i рiвняння (2.4.7) перепишемо у виглядi

−zηzz + vη3z + αη2z + ηz = 0.

Це рiвняння можна проiнтегрувати, ввiвши позначення q ≡ ηz:∫
dq

q(vq2 + αq + 1)
=

∫
dz

z
. (2.4.8)

Залежно вiд знака величини 1 − α2/4v останнiй вираз набуває
рiзного значення. Введемо критичне значення α∗ для параметра
α за означенням

α∗ = 2
√
v. (2.4.9)

Для α < α∗, тобто (1− α2/4v > 0), маємо

ln

[
z2

q2
(vq2 + αq + 1)

]
=

= − 2α√
4v − α2

tan−1 2vq + α√
4v − α2

+ ln c1, (2.4.10)
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для α > α∗, тобто 1− α2/4v < 0, отримуємо

ln

[
z2

q2
(vq2 + αq + 1)

]
=

=
α√

α2 − 4v
ln

∣∣∣∣∣2vq + α+
√
α2 − 4v

2vq + α−
√
α2 − 4v

∣∣∣∣∣+ ln c2. (2.4.11)

Проаналiзуємо вираз (2.4.10). Спочатку перевiримо окремий ви-
падок α = 0, тодi

z2

q2
(vq2 + 1) = c1,

або

vz2 +
1

4
(z2)2η = c1,

тому маємо рiвняння

η + η0 = ±1

2

∫
dz2√
c1 − vz2

= ∓
√
c1 − vz2

v
.

Таким чином, повернулися до результату, коли за вiдсутностi
дисипацiї α = 0 iнтегральнi кривi в околi z = 0 проходять по
елiпсу.

Далi дослiдимо випадок 0 < α < α∗. Легко помiтити, що пра-
ва частина (2.4.10) завжди обмежена при будь-яких значеннях
q ≡ z−1

η . Оскiльки в околi точки z = 0 ця величина є близькою
до значення

− 2α√
4v − α2

tan−1 α√
4v − α2

+ ln c1 ≡ ln c3,

одержимо рiвняння

z2

q2
(vq2 + αq + 1) = c3.
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Навiть не iнтегруючи останнього рiвняння, легко побачити, що
в точцi z = 0 має бути q = 0, оскiльки в загальному випадку
c3 ̸= 0. Це означає, що похiднi в точцi z = 0 мають значення

ηz = 0, zη = ±∞, (2.4.12)

тобто розв’язок стає неоднозначним.
Для випадку α > α∗ iснує розв’язок

z = 0, q = ηz ̸= 0, zη ̸= ±∞. (2.4.13)

Дiйсно, при z = 0 з правої частини (2.4.11) випливає, що

q = ηz = − α

2v
−

√
α2 − 4v

2v
̸= 0. (2.4.14)

Отже, похiдна zη у точцi z = 0 обмежена скiнченною величиною.
Розв’язок завжди однозначний.

Простежимо за поведiнкою розв’язку в околi z = 0, коли па-
раметр α→ α∗. Спочатку розглянемо випадок α→ α∗−0. Згiдно
з (2.4.10), права частина цього рiвняння прямує до мiнус нескiн-
ченностi, тобто при z ≈ 0 маємо q = ηz ̸= 0. Отже, розв’язку у
виглядi петлi за цiєї умови не iснує.

Коли α → α∗ + 0, також маємо розв’язок з q = ηz ̸= 0. Зда-
валося б, що в цьому випадку можливий корiнь q = 0 при z = 0,
адже (2.4.11) переходить у вираз

ln

[
z2

q2
(vq2 + αq + 1)

]
=

2α

2vq + α
+ ln c2. (2.4.15)

Проте, як випливає з (2.4.14), знову ж права частина рiвнян-
ня (2.4.15) прямує до нескiнченностi, тому з необхiднiстю має
бути q ̸= 0 при z = 0. Отже, для випадку α → α∗ дисипацiя
руйнує петлеподiбнi розв’язки.

Пiдсумуємо результати. Для значень α < α∗ iнтегральна кри-
ва проходить по елiпсу в околi точки z = 0, тобто наявнiсть ди-
сипацiї до деяких граничних значень не руйнує петлеподiбний
розв’язок. Водночас для α ≥ α∗ розв’язкiв з безмежним градiєн-
том не iснує.
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Рiвняння KdV та KdVB використовують для опису багатьох
хвильових процесiв [57]. Як правило, у фiзичних моделях при
цьому розглядають низькочастотне наближення. Термодинамiчнi
параметри середовища близькi до рiвноважних. Стан мiкрооб’є-
му визначають одним набором термодинамiчних величин. Вiд-
хилення вiд рiвноваги враховують за допомогою розкладу за
градiєнтами. В цьому випадку вдосконалення фiзичних моделей
приводить до необхiдностi враховувати члени, що мiстять все
вищi похiднi. Тут можна навести послiдовнiсть рiвнянь: (2.4.1),
рiвняння Бюргерса (2.4.3), рiвняння KdV i KdVB. Якщо рiвнян-
ня (2.4.1) допускає неоднозначний розв’язок (або розв’язок з роз-
ривами), то вдосконалення моделей i врахування похiдних вищо-
го порядку виключає iснування неоднозначних розв’язкiв. Отже,
за такого пiдходу неоднозначнiсть пов’язана з недосконалiстю
моделi.

На вiдмiну вiд низькочастотного наближення, в моделях для
опису високочастотних збурень в еволюцiйне рiвняння необхiдно
включити iнтегральнi члени подiбно до (2.2.3). Такi члени вини-
кають як результат просторової або часової нелокальностi у ви-
значальних рiвняннях [98]. Рiвняння (2.2.1) може бути записано
з iнтегральним членом у формi рiвняння Уiзема (2.2.3). Iнтег-
ральний член мiстить передiсторiю процесу. Очевидно, що в та-
кому записi дисипативний член αu з рiвняння (2.2.3) не має про-
сторової похiдної. Як доведено вище, такий вигляд дисипативно-
го члена допускає неоднозначнi розв’язки. Неоднозначнiсть тра-
ктують як сильне вiдхилення вiд рiвноваги [102, 164]. В одному
мiкрооб’ємi iснує декiлька станiв з рiзними термодинамiчними
параметрами [102].
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Роздiл 3

Хвилi в релаксiвному
двокомпонентному
середовищi

Низка питань, розглянутих у цьому роздiлi, стосується мо-
делювання хвильових течiй в середовищi, що складається з рiв-
номiрно розподiлених газового та конденсованого компонентiв
(твердi частинки, рiдина тощо). Газосуспензiї, пiни, бульбашковi
середовища належать до сумiшей регулярної структури — це так
званi дисперснi сумiшi.

Ефект зменшення ударної дiї вибуху за поширення ударних
хвиль у двофазних газорiдинних середовищах становить особли-
вий iнтерес [31–33, 35, 36, 66, 67, 155, 200]. Аналiз цього явища по-
казує, що ефективнiсть середовища, як локалiзатора дiї вибу-
ху, залежить вiд його здатностi акумулювати енергiю газового
компонента в тепловiй енергiї конденсованої фази. Швидкiсть
передачi енергiї визначається складними фiзико-хiмiчними про-
цесами, пов’язаними iз взаємодiєю обох фаз.

На цей час експериментальнi дослiдження всього розмаїт-
тя взаємодiй мiж компонентами не можна вважати достатнiми,
оскiльки невiдомi детальнi механiзми мiжфазної взаємодiї, щоб
їх удалося формалiзувати в математичних моделях. Ми ж ви-
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ходитимемо з того, що внутрiшнi процеси (детальний механiзм
яких невiдомий) в кiнцевому результатi впливають на поведiнку
середовища, як цiлого. Вплив внутрiшнiх обмiнних процесiв на
макропараметри дослiджуватимемо на засадах релаксацiйного
пiдходу. Наслiдком внутрiшньої взаємодiї є ефект релаксацiї ма-
кропараметрiв. Водночас на середовище можуть дiяти зовнiшнi
чинники, наприклад, хвильове збурення, ударна хвиля, динамiч-
не навантаження тощо. Середовище як динамiчна система харак-
теризується, з одного боку, часом релаксацiї, з iншого — часом
поширення ударно-хвильових збурень. Розглянемо процеси, ко-
ли характерний час релаксацiї та характерний час зовнiшнього
впливу є величинами одного порядку. Незворотнi втрати енер-
гiї газовою фазою (тиск якої визначає тиск усього середовища)
через теплопередачу випромiнюванням або контактним спосо-
бом тощо значною мiрою впливають на макропараметри удар-
них хвиль. Саме процеси, пов’язанi з переходом енергiї з одного
виду, що визначає тиск середовища, в iнший, внесок якого в за-
гальний тиск суттєво менший, є важливими пiд час загасання
ударних хвиль. Такi рiзноманiтнi процеси розглянуто з єдиної
позицiї, а саме теплової релаксацiї.

3.1 Асимптотична усереднена модель
сумiшi з тепловою релаксацiєю

Розглянемо визначальнi властивостi динамiчної поведiнки се-
редовищ з тепловою релаксацiєю при математичному моделю-
ваннi, виходячи з таких припущень. Конденсована фаза, як вва-
жають, не дає внеску в тиск, i тиск середовища визначається
тiльки газовим компонентом. Газовою фазою в загальному ви-
падку є релаксiвний газ. Для конденсованого компонента також
характернi релаксацiйнi властивостi.

Удосконалимо асимптотичну усереднену модель, знявши обме-
ження, накладенi баротропним середовищем (див. розд. 1. Роз-
глянемо одновимiрнi рухи довiльної симетрiї, тобто хвилi пласкi
(ν = 1), цилiндричнi (ν = 2) та сферичнi (ν = 3).
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Основнi гiдродинамiчнi рiвняння для опису нестацiонарних
одновимiрних рухiв двофазного середовища необхiдно записати
в змiнних Лагранжа (l, t). Спочатку запишемо рiвняння руху для
окремого компонента [63]

∂rν

∂lν
=
V

V0
, (3.1.1)

u =
∂r

∂t
, (3.1.2)

∂u

∂t
+ V0

(r
l

)ν−1 ∂p

∂l
= 0, (3.1.3)

∂E

∂t
+
V0p

lν−1

∂rν−1u

∂l
= 0. (3.1.4)

Рiвняння неперервностi (3.1.1) можна записати в альтернативнiй
формi

∂V

∂t
− νV0

∂rν−1u

∂lν
= 0. (3.1.5)

Тут позначення є загальноприйнятими.
Зробимо важливе зауваження. Початково розглядатимемо се-

редовище, що складається з перiодичних прошаркiв окремих ком-
понентiв. У разi цилiндричної та сферичної симетрiй потоку про-
шарки мають, як вважається, вiдповiдну симетрiю. Для довгих
хвиль це обмеження не має принципового значення, як i для
пласкої симетрiї (див. пiдрозд. 1.2). Як виявиться у пiдсумку,
важливим є тiльки однорiдний розподiл обох компонентiв за об’є-
мом, тобто концентрацiя компонентiв.

Як i ранiше, розглянемо довгохвильовi збурення, а на контак-
тах прошаркiв виставимо умови узгодження масових швидкостей
i напружень

[u] = 0, [p] = 0. (3.1.6)

Тут зручно використати безрозмiрнi змiннi. Аналогiчно, як i в
пiдроздiлi 1.1, рiвняння (3.1.1)—(3.1.5) приводимо до безрозмiр-
них змiнних, причому запис отриманих безрозмiрних рiвнянь за
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виглядом не вiдрiзняється вiд початкових рiвнянь. Тому вва-
жатимемо, що рiвняння (3.1.1)—(3.1.5) записано в безрозмiрних
змiнних.

Виведемо систему усереднених рiвнянь руху за асимптотич-
ним методом усереднення. Розiб’ємо просторову масову коорди-
нату m = lν/V0 на повiльну s i швидку ξ змiннi, а саме m = s+εξ.
Залежнi змiннi подамо у виглядi рядiв

rν(m, t) = (rν)(0)(s, t, ξ) + ε(rν)(1)(s, t, ξ) + ε2(rν)(2)(s, t, ξ) + . . . ,

V (m, t) = V (0)(s, t, ξ) + εV (1)(s, t, ξ) + ε2V (2)(s, t, ξ) + . . . ,

p(m, t) = p(0)(s, t, ξ) + εp(1)(s, t, ξ) + ε2p(2)(s, t, ξ) + . . . ,

u(m, t) = u(0)(s, t, ξ) + εu(1)(s, t, ξ) + ε2u(2)(s, t, ξ) + . . . ,

E(m, t) = E(0)(s, t, ξ) + εE(1)(s, t, ξ) + ε2E(2)(s, t, ξ) + . . . .

(3.1.7)

Вiдповiдно до методу асимптотичного усереднення, в цих спiв-
вiдношеннях усi функцiї з правого боку вважають перiодичними.
Частинна похiдна за часом не змiнюється, а за просторовою ко-
ординатою перетворюється за формулою

∂

∂m
=

∂

∂s
+ ε−1 ∂

∂ξ
. (3.1.8)

Тут проаналiзуємо тiльки рiвняння для iмпульсу. Спiввiдношен-
ня (3.1.7) i (3.1.8) пiдставляємо в початковi рiвняння та прирiв-
нюємо коефiцiєнти при рiвних степенях ε до нуля. Для коефiцi-
єнтiв при ε−1 отримуємо

∂(rν)(0)

∂ξ
= 0,

∂p(0)

∂ξ
= 0,

∂(rν)(0)u(0)

∂ξ
= 0. (3.1.9)

Отже, в нульовому порядку масова швидкiсть u(0), тиск p(0) та
ейлерова координата (rν)(0) не залежать вiд швидкої змiнної ξ.
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Крiм того, з рiвняння (3.1.3) для коефiцiєнтiв при ε+0 випливає

∂u(0)

∂t
+ν(rν−1)(0)

∂p(0)

∂s
+ν(rν−1)(1)

∂p(0)

∂ξ
+ν(rν−1)(0)

∂p(1)

∂ξ
= 0.

(3.1.10)

Усереднивши на перiодi ⟨·⟩ =
∫ 1
0 (·)dξ, з одного боку, маємо одне

з шуканих рiвнянь

∂u(0)

∂t
+ ν(rν−1)(0)

∂p(0)

∂s
= 0, (3.1.11)

оскiльки
⟨
∂p(1)

∂ξ

⟩
= 0 в силу перiодичностi p(0) за ξ, а з iншого —

отримуємо

∂p(1)

∂ξ
= 0,

вiднявши рiвняння (3.1.11) вiд рiвняння (3.1.10). Отже, p(1) та-
кож не залежить вiд ξ.

Проробивши описану процедуру для початкових рiвнянь
(3.1.1)—(3.1.4), легко записати їх в усереднених змiнних:

∂(rν)(0)

∂s
=
⟨
V (0)

⟩
, (3.1.12)

u(0) =
∂r(0)

∂t
, (3.1.13)

∂u(0)

∂t
+ ν(rν)(0)

∂p(0)

∂s
= 0, (3.1.14)

∂
⟨
E(0)

⟩
∂t

+ νp(0)
∂(rν−1)(0)u(0)

∂s
= 0. (3.1.15)

Рiвняння (3.1.5) набуває вигляду

∂
⟨
V (0)

⟩
∂t

− ν
∂(rν−1)(0)u(0)

∂s
= 0. (3.1.16)
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Систему рiвнянь зведено до усереднених змiнних. Очевидно, що
тiльки V (0) = V (0)(ξ) та E(0) = E(0)(ξ) змiнюються на перiодi. У
подальшому використовуватимемо тiльки нульове наближення
за ε, тому верхнiй iндекс (0) опускаємо.

Тепер можна переписати отриману усереднену систему рiв-
нянь руху (3.1.12) – (3.1.16) з лагранжевих повiльних координат
(s, t) в ейлеровi повiльнi координати (r, tE). Процедуру, описану
в пiдрозд. 1.3, можна поширити на одновимiрний рух довiльної
симетрiї i знайти, що перетворення мiж системами координат
набуває вигляду

drν = ⟨V ⟩ ds+ νurν−1dt, tE = t. (3.1.17)

Остаточно усередненi рiвняння руху в повiльних координатах
Ейлера rν = s⟨V0⟩ приймають вигляд (iндекс E в tE опускаємо)

∂ ⟨V ⟩−1

∂t
− 1

rν−1

∂rν−1 ⟨V ⟩−1 u

∂r
= 0, (3.1.18)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+ ⟨V ⟩ ∂p

∂r
= 0, (3.1.19)(

∂

∂t
+ u

∂

∂r

)
⟨E⟩+ p

rν−1

∂rν−1u

∂r
= 0. (3.1.20)

Отже, рiвняння руху зведено до термiнiв середнiх величин p, u,
⟨V ⟩, ⟨E⟩. Звернiмо увагу на те, що, як показано нижче, структура
середовища явно врахована лише через рiвняння стану, оскiльки
його не вдається звести тiльки до середнiх змiнних p, u, ⟨V ⟩, ⟨E⟩.

Потрiбно ще раз зазначити, що на цьому етапi можна зняти
обмеження, пов’язане з вимогою строгої перiодичностi в структу-
рi середовища. Довжина хвилi така велика, що покриває багато
перiодiв (див. рис. 1.1). У вибраному нами наближеннi тиск p i
масова швидкiсть u не змiнюються на перiодi.

Виключно для конкретизацiї викладок розглянемо два сусiд-
нi сегменти для випадку цилiндричної симетрiї руху. Як зазна-
чено вище, структура середовища повинна мати також цилiн-
дричну симетрiю, i, як доведено вище, справедливими є усеред-
ненi рiвняння руху (3.1.12)—(3.1.16). Тепер уявiмо собi, що в
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одному iз сегментiв початкову структуру змiнили так, що пе-
рiод став удвiчi меншим. Очевидно, що параметри довгохвильо-
вих збурень у ньому не змiнилися. Отже, не виникає рухiв по
радiальнiй складовiй, оскiльки на контактi вибраних сегментiв
тиск i масовi швидкостi збiгаються попарно. Вибравши данi се-
гменти як завгодно малими, доходимо висновку, що усередненi
рiвняння є справедливими для середовищ зi сталою концентра-
цiєю компонентiв (статистично однорiдний розподiл концентра-
цiй компонентiв).

3.2 Динамiчне рiвняння стану
для сумiшi з тепловою нерiвновагою

Пiд впливом зовнiшнiх чинникiв (наприклад, навантаження
чи поширення хвиль) у середовищi на мiкрорiвнi рiвновага буде
порушена. Вiдхилення на мiкрорiвнi системи вiд рiвноважного
стану впливає на макропараметри. В цьому полягає суть рела-
ксацiї, яка приводить до того, що зв’язок мiж макропараметрами
не є однозначним, а залежить вiд вiдхилення стану мiкрооб’єму
вiд рiвноваги.

Особливий iнтерес до ударних хвиль у газорiдинних сумiшах
пов’язаний iз експериментально знайденим ефектом загасання
ударно-хвильових збурень у таких середовищах. Акцентуємо ува-
гу на внутрiшнiх процесах, що забезпечують передачу енергiї з
одного виду, який визначає тиск середовища, в iнший, внесок
якого в тиск несуттєвий. Внаслiдок наявностi внутрiшнiх обмiн-
них процесiв зв’язок мiж внутрiшньою енергiєю, тиском i пито-
мим об’ємом (рiвняння стану) неоднозначний. Для газорiдинних
сумiшей в припущеннi одношвидкiсного наближення рiвняння
стану вдається обґрунтувати з єдиних позицiй теплової релакса-
цiї.

Зручно записати рiвняння стану для кожного окремого ком-
понента у виглядi залежностi питомої енергiї на одиницю маси
E вiд тиску p та питомого об’єму E = E(p, V ). Скористаємося
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газоподiбним записом цього спiввiдношення

E =
pV

γ − 1
. (3.2.1)

Такий запис з успiхом можна застосувати як для газового ком-
понента, так i для конденсованого. В цiлому вважаємо, що i газ,
i конденсована фази — релаксiвнi. Виведемо динамiчне рiвнян-
ня стану двофазної сумiшi за наявностi теплової нерiвноваги
мiж фазами [31, 33, 35, 36, 200]. Для одношвидкiсної моделi iснує
два граничнi випадки: а) повна рiвновага мiж фазами; б ) повна
вiдсутнiсть теплообмiну мiж фазами. Введемо позначення для
швидкоплинних i повiльних процесiв для обох компонентiв:

для газового

Eg =
pV

γgf − 1
, τEgω ≫ 1, Eg =

pV

γge − 1
, τEgω ≪ 1, (3.2.2)

для конденсованого

Es =
pV

γsf − 1
, τEsω ≫ 1, Es =

pV

γse − 1
, τEsω ≪ 1. (3.2.3)

Виходячи з формалiзму [106, 107], для кожного з двох компо-
нентiв можна записати динамiчне рiвняння стану за аналогiєю з
пiдрозд. 1.1

τEi
d

dt

(
E − pV

γif − 1

)
+

(
E − pV

γie − 1

)
= 0, i = g, s. (3.2.4)

Зрозумiло, що при τEiω ≫ 1 та τEiω ≪ 1 маємо вiдповiднi рiвнян-
ня (3.2.2), (3.2.3). Процедура асимптотичного усереднення при-
водить до динамiчного рiвняння стану, що описує теплову релак-
сацiю в сумiшi:

d ⟨E⟩ = −dp
⟨

V

γf − 1

⟩
−
⟨
E

τE

⟩
dt− p

⟨
V

τE(γe − 1)

⟩
dt. (3.2.5)

Отже, динамiчне рiвняння стану не зводиться загалом тiльки до
змiнних p, u, ⟨V ⟩, ⟨E⟩.
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Однак для окремого випадку вдається суттєво спростити ди-
намiчне рiвняння стану (3.2.5) — для двокомпонентного середо-
вища, що утримує газовий i нестисливий компоненти. Дiйсно,
γsf = γse = 1, тому τEs можна взяти довiльним, зручно визна-
чити τEs = τEg = τE . Якщо припустити, що газова фаза вiддає
тепло в деякий внутрiшнiй резервуар, то теплоємнiсть газово-
го компонента не є сталою величиною, тобто газ — релаксiвний.
Ми розумiємо, що таким резервуаром є конденсована фаза, яка,
з одного боку, — нестислива, з iншого — парцiальний тиск її без-
межно малий. Зазначимо, що для газовмiсної сумiшi параметр

Γ0 = γ
σg + σsc/cpg
σg + γσsc/cpg

(3.2.6)

близький до одиницi, але нiколи їй не дорiвнює. Для зручностi
запису тут i надалi перепозначимо Γ0 = γge та γ = γgf ; σs i
c — масовий вмiст i теплоємнiсть конденсованого компонента,
σg i cp — масовий вмiст i теплоємнiсть за сталого тиску газової
фази вiдповiдно. З виразу (3.2.6) випливає, що зменшення Γ0

вiдповiдає збiльшенню або концентрацiї конденсуючої фази σs
або її теплоємностi cp за iнших рiвних умов.

Тепер зведемо динамiчне рiвняння стану для сумiшi (3.2.5)
до вигляду

τE
d

dt

[
⟨E⟩ − p⟨V ⟩(1− ε)

γ − 1

]
+

[
⟨E⟩ − p⟨V ⟩(1− ε)

Γ0 − 1

]
= 0, (3.2.7)

де ε — об’ємний вмiст конденсованої фази, який однозначно ви-
значимо через ⟨V ⟩:

ε = ε0
⟨V0⟩
⟨V ⟩

. (3.2.8)

Рiвняння (3.2.7) описує нерiвноважний перехiд системи iз стану

⟨E⟩ = p⟨V ⟩(1− ε)

γ − 1
+ const (3.2.9)

79



Роздiл 3. Хвилi в релаксiвному двокомпонентному середовищi

у стан

⟨E⟩ = p⟨V ⟩(1− ε)

Γ0 − 1
. (3.2.10)

Зазначимо, що рiвноважне рiвняння стану для сумiшi (3.2.10)
уперше вивiв Г. Рудiнгер [97,179,180].

Отже, доповнивши рiвняння (3.2.7) рiвняннями (3.1.18)—
(3.1.20), отримаємо замкнену систему рiвнянь. Для цiєї системи
диференцiйних рiвнянь залежно вiд задачi, яку потрiбно дослi-
дити, задають початковi та граничнi умови.

Запропонована асимптотична усереднена модель дає змогу
проаналiзувати вплив процесiв релаксацiй на поширення хвиль
у газорiдинних середовищах.

3.3 Подiбнiсть потокiв газу
та газовмiсного середовища

Проаналiзуємо вплив об’єму нестисливого компонента на хви-
льовi рухи. Знайдемо перетворення мiж визначальними рiвнян-
нями для iдеального газу i двофазного середовища з довiльним
об’ємним вмiстом конденсованої фази. Доведемо, що рух дво-
фазного середовища в перетворенiй системi координат з визна-
ченою точнiстю подiбний до руху iдеального газу, що дає змо-
гу використовувати вiдомi методи газодинамiки iдеального газу
для розв’язання ударно-хвильових задач. На прикладi задачi про
сильну стадiю вибуху в двофазному середовищi продемонстрова-
но можливостi розробленого методу.

Порiвняємо рухи iдеального газу i двокомпонентного сере-
довища, яке складається зi стисливого та нестисливого компо-
нентiв. Вiдомо [5, 86, 97], що коли об’ємна частка конденсованої
фази мала, рух двофазного середовища подiбний до руху iде-
ального газу в межах одношвидкiсної моделi. Якщо не обмежу-
вати розгляд об’ємною часткою конденсованої фази, то основнi
гiдродинамiчнi рiвняння мiститимуть цю величину як додаткову
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змiнну в газодинамiчних рiвняннях. Це значно ускладнює розв’я-
зування гiдродинамiчних рiвнянь i потребує розвитку методiв,
наведених, наприклад, у статтях [174, 186]. Зосередимося на пе-
ретвореннi системи рiвнянь iдеального газу в систему рiвнянь
двофазного середовища з будь-яким об’ємом конденсованої фа-
зи. Завдяки такому зв’язку методи, якi розвинутi для iдеального
газу, можуть бути використанi для розв’язування хвильових за-
дач двокомпонентних середовищ.

3.3.1 Система рiвнянь у лагранжевих координатах

Розглянемо двофазне середовище, яке складається з рiвно-
мiрно розподiленого в газовiй фазi конденсованого компонента,
що займає довiльний об’єм ε. На першому етапi вважаємо сере-
довище нерелаксiвним. Припустимо такi умови: a) конденсована
фаза нестислива; б) газ задовольняє рiвнянню стану iдеального
газу; в) швидкостi конденсованої фази й газу дорiвнюють одна
однiй. Закони збереження маси, iмпульсу та енергiї для одно-
вимiрних рухiв у лагранжевих координатах набувають вигляду
(3.1.12)–(3.1.15)

∂rν

∂s
= ⟨V ⟩ ,

u =
∂r

∂t
,

∂u

∂t
+ νrν

∂p

∂s
= 0,

∂ ⟨E⟩
∂t

+ νp
∂rν−1u

∂s
= 0.

(3.3.1)

Для зручностi викладок введемо новi позначення для незалеж-
них змiнних: t → τ , s → ζ/v0, а також ⟨V ⟩ → v. Параметр ν,
який визначає симетрiю двофазного потоку, приймає значення 1,
2 або 3 вiдповiдно для пласкої, цилiндричної або сферичної симе-
трiй. Iншi позначення є загальновживаними. Iндекс 0 позначає
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величини в незбуреному середовищi. Зауважимо, що ейлерова
просторова координата r = r(ζ, τ) — залежна змiнна. В межах
прийнятих припущень рiвняння стану двофазного середовища,
згiдно з публiкацiями [97,155,174], запишемо у виглядi

⟨E⟩ = pv (1− ε)

γ − 1
. (3.3.2)

Звернiмо увагу, що рiвняння стану (3.3.2) не збiгається з рiвнян-
ням стану iдеального газу з конкретним ефективним показником
адiабати та мiстить об’ємну частку конденсованої фази як додат-
кову змiнну:

ε = ε0
v0
v
. (3.3.3)

Для адiабатичного потоку (γ = const) рiвняння енергiї (3.3.2)
зведемо до вигляду [63](

∂p (v − ε0v0)
γ

∂ τ

)
ζ

= 0. (3.3.4)

Отже, замкнена система рiвнянь складається з перших трьох рiв-
нянь (3.3.1) i рiвнянь (3.3.3), (3.3.4).

Зазначимо, що спiввiдношення мiж ейлеровою r i лагранже-
вою просторовими ζ координатами має вигляд

dr =
ζν−1

rν−1

v

v0
dζ + udτ. (3.3.5)

Покажемо, що для стацiонарних (з певною точнiстю i для
автомодельних) потокiв можна знайти новi змiннi, в яких усi
рiвняння повнiстю подiбнi до рiвнянь iдеального газу та явно не
залежать вiд ε. Для таких потокiв знайдемо зв’язок (перетво-
рення) мiж старими нештрихованими (двофазне середовище) та
новими штрихованими (iдеальний газ) змiнними.

Такi фiзичнi аргументи дають пiдґрунтя для виключення об’є-
му конденсованої фази з рiвнянь (3.3.1), (3.3.2), (3.3.4). Дiйсно,
якщо об’єм конденсованої фази не змiнюється, тобто збурення в
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3.3. Подiбнiсть потокiв газу та газовмiсного середовища

нiй передається миттєво (умова а)), i вона не дає внеску в тиск
(умова б)) та рухається разом з газовою фазою (умова в)), то
можна сподiватися, що виключення об’єму, який займає конден-
сована фаза, повинно значно спростити математичний опис руху.

3.3.2 Подiбнiсть стацiонарних рухiв газу
та двофазного середовища

Приведемо початкову систему рiвнянь (3.3.1)–(3.3.4) до систе-
ми рiвнянь, яка описує iдеальний газ (змiннi позначено штрихом):(

r′

ζ ′

)ν−1(∂r′
∂ ζ ′

)
τ ′
=
v′

v′0
, u′ =

(
∂r′

∂ τ ′

)
ζ′
,

(
∂u′

∂ τ ′

)
ζ′
+ v′0

(
r′

ζ ′

)ν−1(∂p′
∂ ζ ′

)
τ ′
= 0,

(
∂p′(v′)γ

∂ τ ′

)
ζ′
= 0.

(3.3.6)

Для цiєї системи рiвнянь зв’язок мiж ейлеровою i лагранжевою
просторовими координатами набуває вигляду

dr′ =

(
ζ ′

r′

)ν−1 v′

v′0
dζ ′ + u′dτ ′. (3.3.7)

Одна з ключових вимог полягає в тому, що час має бути одна-
ковим в усiх системах координат, тобто t = τ = τ ′.

Хвилi в нестисливому компонентi поширюються з безмежно
великою швидкiстю. Отже, об’єм цiєї фази може бути виключе-
но, тодi зв’язок мiж рiвняннями (3.3.4) та (3.3.6) матиме вигляд

v′ = v − ε0v0, (3.3.8)

p′ = p. (3.3.9)

Спiввiдношення (3.3.8) показує, що частину об’єму, яку займає
нестислива фаза, виключено, а всю масу розподiлено рiвномiрно
на весь об’єм, що залишився.
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Роздiл 3. Хвилi в релаксiвному двокомпонентному середовищi

Порiвнявши рiвняння неперервностi мiж собою, тобто першi
рiвняння системи (3.3.1) та системи (3.3.6), маємо задовольнити
вимозi

ε0 + (1− ε0)

(
r′

ζ ′

)ν−1(∂r′
∂ ζ ′

)
τ ′
=

(
r

ζ

)ν−1(∂r
∂ ζ

)
τ

. (3.3.10)

Також потрiбно узгодити рiвняння iмпульсу, якi пiсля деяких
перетворень набувають вигляду(

∂u

∂ τ

)
ζ

− γp0

(
r

ζ

)ν−1(v′0
v′

)γ+1 1

1− ε0

(
∂v′

∂ ζ

)
τ

= 0, (3.3.11)

(
∂u′

∂ τ ′

)
ζ′
− γp′0

(
r′

ζ ′

)ν−1(v′0
v′

)γ+1(∂v′
∂ ζ ′

)
τ ′
= 0. (3.3.12)

Скористаємося пiдказкою, яку дає перетворення мiж систе-
мами рiвнянь в ейлерових координатах для плаского випадку
(ν = 1) [32, 35, 67]. Ключове спiввiдношення мiж незалежними
(в ейлерових координатах) просторовими змiнними має вигляд
(1.6в) з публiкацiї [35]:

dr′ = (1− ε)dr + εudt. (3.3.13)

Зiбравши разом члени з ε та скориставшись виразом (3.3.5), отри-
муємо спiввiдношення εdr−εudt = ε0dζ. Пiдказка (3.3.13) вказує
на те, що зв’язок мiж штрихованою та нештрихованою система-
ми рiвнянь, можливо, має вигляд

r′ν−1dr′ = rν−1dr − ε0ζ
ν−1dζ. (3.3.14)

У такий спосiб ми задовольняємо важливу умову: величина dr′ є
повним диференцiалом, що, в свою чергу, дає змогу переписати
спiввiдношення (3.3.14) в iнтегральному виглядi

r′ν = rν − ε0ζ
ν . (3.3.15)

Безпосередньо з (3.3.14) випливає зв’язок мiж масовими швид-
костями

r′ν−1u′ = rν−1u. (3.3.16)
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3.3. Подiбнiсть потокiв газу та газовмiсного середовища

Прямою пiдстановкою цього спiввiдношення перевiряємо вимо-
гу (3.3.10), яка зводиться до перетворення

ζ ′ν = (1− ε0)ζ
ν . (3.3.17)

Перетворивши рiвняння (3.3.11), маємо нове рiвняння, яке крiм
усiх членiв рiвняння (3.3.12) мiстить додатковий член, а саме

u′
(
r′

r

)ν−1(∂ (r/r′)ν−1

∂ τ

)
ζ

. (3.3.18)

Для всiх пласких потокiв (ν = 1) додатковий член (3.3.18) вiдсут-
нiй. Крiм того, для (ν ̸= 1) позбутися додаткового члена можна,
розглянувши стацiонарнi потоки. Iншими словами, можна ствер-
джувати, що не тiльки для пласких потокiв, а й для цилiндричної
та сферичної симетрiй стацiонарний рух двофазного середовища
повнiстю подiбний до стацiонарного руху газу.

Нижче детально проаналiзовано перетворення (3.3.8), (3.3.9),
(3.3.15)–(3.3.17) мiж системами рiвнянь (3.3.1)–(3.3.4) для автомо-
дельних рухiв з метою оцiнити похибку, яку вносить член (3.3.18).

3.3.3 Автомодельнi потоки з ударними хвилями

Зазначений вище метод надає певнi переваги для розв’язуван-
ня автомодельних задач. Застосуємо метод для розв’язування
задачi про сильну стадiю вибуху в двофазному середовищi. Не-
хай певна кiлькiсть енергiї E0 миттєво видiляється в безмежно
малому об’ємi двофазного середовища. Обмежившись розглядом
вiдстаней поширення ударних хвиль, за яких ще можна знехту-
вати початковою внутрiшньою енергiєю середовища порiвняно з
E0, проаналiзуємо поширення ударної хвилi. Її швидкiсть визна-
чимо як

D =
drf
dt
, (3.3.19)

де rf — координата фронту ударної хвилi; rf = rf (t) є функцiєю
тiльки часу. Зазначимо, що ζf = rf .

85



Роздiл 3. Хвилi в релаксiвному двокомпонентному середовищi

Визначимо новi незалежнi змiннi для систем рiвнянь, що опи-
сують двофазний потiк (3.3.1), (3.3.3), (3.3.4):

P = v0p/D
2, U = u/D, V = v/v0, µ = ζ/ζf ,

η = r/ζf , χ = ζf/τ0D, z =
ζf
D2

dD

dτ
,

(3.3.20)

а також газ (3.3.6):

P ′ = v′0p
′/D′2, U ′ = u′/D′, V ′ = v′/v′0, µ′ = ζ ′/ζ ′f ,

η′ = r′/ζ ′f , χ′ = ζ ′f/τ0D
′, z′ =

ζ ′f
D′2

dD′

dτ ′
, D′ =

dζ ′f
dτ

.

(3.3.21)

Iз спiввiдношення (3.3.15) маємо

r′f
ν
= (1− ε0)rf

ν , r′f
ν−1

D′ = (1− ε0)rf
ν−1D. (3.3.22)

На стадiї сильної ударної хвилi за фронтом реалiзується ав-
томодельний потiк, тобто похiднi за χ дорiвнюють нулю, а ве-
личина z = z′ = −ν/2 [63, 100, 174, 186]. Тодi можна переписати
системи рiвнянь так:
для двофазного середовища

ην−1

µν−1

dη

dµ
= V, zU − µ

dU

dµ
+
ην−1

µν−1

dP

dµ
= 0,

P (V − ε0)
γ µν = const

(3.3.23)

з граничними умовами

U = P =
2(1− ε0)

γ + 1
, V =

γ − 1 + 2ε0
γ + 1

;

для газу(
η′

µ′

)ν−1 dη′

dµ′
= V ′, z′U ′ − µ′

dU ′

dµ′
+

(
η′

µ′

)ν−1 dP ′

dµ′
= 0,

P ′V ′γµ′ν = const

(3.3.24)
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з граничними умовами

U ′ = P ′ =
2

γ + 1
, V ′ =

γ − 1

γ + 1
.

Перетворення (3.3.8), (3.3.9), (3.3.15)–(3.3.17) легко зводяться
до безрозмiрного вигляду

(1− ε0)V ′ = V − ε0, (1− ε0)P
′ = P, (1− ε0)

(
η′

η

)ν−1

U ′ = U,

ην = (1− ε0)η
′ν + ε0µ

ν , µ = µ′. (3.3.25)

Виявляється, що навiть для автомодельного руху з ударною
хвилею (на вiдмiну вiд стацiонарних рухiв) не вдалося знайти
тотожне перетворення мiж системами (3.3.22) i (3.3.23), тобто
для ν ̸= 1 iснує рiзниця мiж системою, яка виникає з (3.3.23) за
допомогою перетворення (3.3.25), та системою (3.3.22). Дiйсно,
перетворена система рiвнянь мiстить додатковий член

U ′η′
(
η′

η

)ν−1
d(η/η′)ν−1

dη
.

На прикладi задачi про точковий вибух оцiнимо похибку, яку
вносить додатковий член. Безрозмiрнi питомий об’єм V, швид-
кiсть U i тиск P були обчисленi двома методами. По-перше, си-
стему рiвнянь (3.3.23) розв’язано для деяких конкретних значень
ε0, по-друге, змiннi V, U , P знайдено за допомогою перетворення
(3.3.25) з розв’язку системи рiвнянь для газу (3.3.24).

Результати числових розрахункiв для сильної стадiї вибуху
представлено на рис. 3.1—3.4. Для наочностi їх порiвняння ско-
ристаємося безрозмiрною густиною замiсть безрозмiрного пито-
мого об’єму R = V−1. На рис. 3.1—3.4 кривi 1, 1 ′ стосуються газу
(ε0 = 0, γ = 1, 4), кривi 2, 2 ′ й 3, 3 ′ — двофазного середовища
з ε0 = 0, 1; γ = 1, 1 та ε0 = 0, 5; γ = 1, 005 вiдповiдно. Майже
повний збiг значень спостерiгається для U , R, отриманих дво-
ма методами. Розрахунковi рiзницi для цих величин настiльки
малi, що їх не видно на рисунках. Водночас найбiльша похибка
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Рис. 3.1. Профiлi безрозмiрної швидкостi. Точнi та наближенi розв’яз-
ки повнiстю збiгаються

з’являється для P (див. рис. 3.3) за сферичної симетрiї. Звернi-
мо увагу на те, що для кривих 3, 3′ початкова об’ємна частка
ε0 = 0, 5. Це означає, що половину початкового об’єму займає
конденсована фаза. Видно, що навiть за такого великого об’є-
му, який займає нестисливий компонент, найбiльша розбiжнiсть
не перевищує 15 %. Отже, розв’язок задачi про сильну стадiю
вибуху в перетворенiй системi координат зводиться до розв’яз-
ку системи рiвнянь (3.3.24) (тут можна скористатися вiдомими
автомодельними розв’язками i табличними даними, наприклад
iз праць [63, 100], а потiм, застосувавши перетворення (3.3.25),
оцiнити U , P , V).

Вплив об’ємної частки конденсованої фази ε0 на закони руху
ударної хвилi i величину параметрiв на ударному фронтi вста-
новити аналiтично досить просто, не вдаючись до знаходжен-
ня розподiлiв U , P , V [200]. Достатньо простежити за балансом
енергiї в об’ємi, що охоплює середовище за ударним фронтом:

E0 = σ(ν)

rf∫
0

(
p(1− ε)

γ − 1
+ ρ

u2

2

)
rν−1dr, (3.3.26)

де σ(ν) ≡ 2(ν − 1)π + (ν − 2)(ν − 3). З цiєю метою запишемо
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рiвняння (3.3.26) за допомогою виразу (3.3.25) у виглядi

E0 = σ(ν)ρ0D
2rνf

1∫
0

(
P (1− ε)

γ − 1
+R

V2

2

)
(η)ν−1dη =

= σ(ν)ρ0D
2rνf

(1− ε0)
2

γ − 1

1∫
0

(
P ′ +

γ − 1

2
R′(V ′)2

)
(η′)ν−1dη′.

(3.3.27)

Використавши методи теорiї розмiрностi, отримаємо рiвнян-
ня траєкторiї ударної хвилi

rf =

(
E0

αρ0

)1/(ν+2)( τ

1− ε0

)2/(ν+2)

,

D =
2

(ν + 2)(1− ε0)

√
E0

αρ0
r
−ν/2
f ,

(3.3.28)

α =
4σ(ν)ψ

(ν + 2)(γ − 1)
, ψ =

1∫
0

(
P ′ +

γ − 1

2
R′(V ′)2

)
(η′)ν−1dη′.
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Рис. 3.2. Профiлi безрозмiрної густини R = V−1. Точнi та наближенi
розв’язки повнiстю збiгаються

89



Роздiл 3. Хвилi в релаксiвному двокомпонентному середовищi

0,2

0

0,4

0,6

0,8

Ð

0,6 0,8 1,0 0,6 0,8 η

ν = 1 ν = 3

1

2

3

1

2
3

2 ′

3 ′

2, 2 ′

1

Рис. 3.3. Профiлi безрозмiрного тиску: 1 — газове середовище; кривi :
2, 3 — точнi розв’язки, 2 ′, 3 ′ — наближенi розв’язки для двофазного
середовища

Для γ → 1 iнтеграл прямує до обмеженої величини ψ = (2ν)−1.
Обчисливши ψ з табличних даних (див., наприклад, працю [100]),
знаходимо, що в усьому дiапазонi значень γ вiд 1,1 до 1,4 вели-
чина iнтеграла є близькою до граничного значення ψ(γ = 1) =
= (2ν)−1, вiдрiзняючись вiд нього не бiльше нiж на ±3 %. При
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Рис. 3.4. Профiлi об’ємної частки конденсованого компонента
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цьому наближений вираз для α запишемо як

α =

(
2

ν + 2

)2 σ(ν)

2ν(γ − 1)
. (3.3.29)

Використавши спiввiдношення (3.3.28), (3.3.29), отримаємо
зв’язок тиску на фронтi ударної хвилi залежно вiд вiдстанi вiд
центра вибуху:

p =
2(1− ε0)

γ + 1
ρ0D

2 =
4ν

σ(ν)

γ − 1

γ + 1

E0

1− ε0
r−ν
f . (3.3.30)

Проаналiзувавши знайденi спiввiдношення, робимо висновок,
що збiльшення параметрiв ударної хвилi за наявностi в середо-
вищi нестисливої фази можна пояснити збiльшенням швидкостi
ударної хвилi в (1 − ε0)

−1 разiв порiвняно з ε0 → 0 за фiксова-
ного вiдношення масових концентрацiй. У граничному випадку
при ε0 → 1 швидкiсть ударної хвилi прямує до нескiнченностi,
що з фiзичної позицiї стає зрозумiлим, оскiльки швидкiсть по-
ширення збурення у нестисливому середовищi безмежно велика.

З рiвняння (3.3.30) випливає, що на фiксованiй вiдстанi вiд
центра вибуху мiнiмальний тиск буде в середовищi, для якого ха-
рактерна максимальна ударна стисливiсть газової фази (за озна-
ченням ударну стисливiсть задають величиною (γ + 1)/(γ − 1))
за мiнiмального об’ємного вмiсту конденсованої фази ε0. Загалом
за умови довiльного ε0 тиск i швидкiсть ударної хвилi в двофаз-
ному середовищi залежать не лише вiд густини середовища ρ0,
енергiї вибуху E0 та γ [43], а й вiд об’ємної частки конденсованої
фази ε0.

Отже, запропоновано перетворення, за допомогою якого мо-
жна з певною точнiстю переносити вiдомi розв’язки гiдродинамiч-
них задач для газу на двофазнi середовища з довiльною об’ємною
часткою конденсованої фази.
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Роздiл 4

Ударна хвиля
у середовищi з тепловою
релаксацiєю

Особливостi динамiчної поведiнки двофазного середовища,
вплив релаксацiйних ефектiв мiжфазної взаємодiї на закономiр-
ностi поширення ударних хвиль можна з’ясувати з розв’язку за-
дачi про точкове видiлення енергiї. Ця задача становить значний
iнтерес також у зв’язку з практичною можливiстю оцiнити ефек-
тивнiсть середовища як локалiзатора дiї ударної хвилi. З’ясуємо,
в результатi яких основних характеристик i властивостей самого
середовища досягається той чи iнший ступiнь загасання ударної
хвилi. При цьому цiкаво визначити вплив на загасання ударної
хвилi ще й параметрiв ударного навантаження, зокрема, енергiї
вибуху.

4.1 Система рiвнянь
для опису сильного вибуху

Нехай у двофазному середовищi з внутрiшнiми релаксацiйни-
ми процесами в момент t = 0 на площинi ν = 1 або на лiнiї ν = 2,
або ж у точцi ν = 3 залежно вiд симетрiї миттєво видiляється
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4.1. Система рiвнянь для опису сильного вибуху

обмежена величина енергiї E0, яка генерує ударну хвилю. Вважа-
ють, що енергiя E0 значно перевищує внутрiшню енергiю середо-
вища, яке охоплено ударною хвилею, тобто E0 ≫ ρ0E(p0, ρ0)r

ν
f .

Ця умова узгоджується з обмеженням p0 ≪ pf , тому початковим
тиском p0 можна знехтувати порiвняно з тиском на ударному
фронтi pf . Задача полягає в тому, щоб знайти потiк за фронтом
ударної хвилi залежно вiд теплофiзичних властивостей середо-
вища i повноти завершеностi релаксацiйних процесiв.

Для опису ударно-хвильових течiй застосуємо розвинену в
пiдрозд. 3.1 асимптотичну усереднену модель (3.1.18)—(3.1.20),
(3.2.7)

∂ ⟨V ⟩−1

∂t
− 1

rν−1

∂rν−1 ⟨V ⟩−1 u

∂r
= 0, (4.1.1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+ ⟨V ⟩ ∂p

∂r
= 0, (4.1.2)(

∂

∂t
+ u

∂

∂r

)
⟨E⟩+ p

rν−1

∂rν−1u

∂r
= 0, (4.1.3)

τE
d

dt

[
⟨E⟩ − p⟨V ⟩(1− ε)

γ − 1

]
+

[
⟨E⟩ − p⟨V ⟩(1− ε)

Γ0 − 1

]
= 0. (4.1.4)

Об’ємний вмiст конденсованої фази ε — однозначна функцiя усе-
редненого питомого об’єму ⟨V ⟩: ε = ε0⟨V0⟩/⟨V ⟩.

У задачi про сильний вибух з’являється ще одна розмiрна

змiнна rf = rf (t) (можна використовувати змiнну D =
drf
dt

). То-
му для повного замикання системи рiвнянь необхiдно мати ще
одне рiвняння — рiвняння загального балансу енергiї в областi,
обмеженiй ударною хвилею. Якщо в середовищi видiлилася енер-
гiя E0, то таке спiввiдношення матиме вигляд

E0 +
σ(ν)

ν
ρ0E(p0, ρ0)r

ν
f=

σ(ν)

ν

sf∫
0

⟨
E + 1

2u
2
⟩
ds =

= σ(ν)

rf∫
0

(
⟨E⟩
⟨V ⟩

+
u2

2⟨V ⟩

)
rν−1dr,

(4.1.5)

93
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σ(ν) ≡ 2(ν − 1)π + (ν − 2)(ν − 3).

Рiвняння стану (4.1.4) можна переписати у виглядi

⟨E⟩ = p⟨V ⟩(1− ε)

Γ̂− 1
, Γ̂ = γ− (γ−Γ)

/(
1 + τE

d

dt

)
. (4.1.6)

Оператор Γ̂ за фiзичною суттю характеризує теплофiзичнi вла-
стивостi середовища та їх змiни як результат мiжфазних рела-
ксацiйних процесiв. За умови миттєвого стиснення (замороженi
тепловi процеси) маємо Γ̂ = γ, а за рiвноваги (повiльного про-
цесу щодо часу τE) — Γ̂ = Γ0. Хвильовi процеси з характерним
часом процесу одного порядку з часом релаксацiї τE опишемо,
використовуючи спiввiдношення (4.1.6).

Конкретизуємо вираз Γ̂ для ударної хвилi. Нерiвноважнiсть
мiж фазами, як вважають, виникає в ударному фронтi, за яким
поступово вирiвнюються температури обох фаз. У першому на-
ближеннi приймемо, що пiд час повiльної змiни параметрiв за
ударним фронтом не вноситься додатковий внесок у нерiвноваж-
нiсть мiж фазами. У такому випадку можна спростити вираз
(4.1.6), допустивши, що характерний час релаксацiї τE — стала
величина. Таке уявлення про потiк не є точним, проте дає змо-
гу подати спiввiдношення (4.1.6) в алгебричному виглядi, тобто
проаналiзувати основнi особливостi поширення ударних хвиль за
наявностi нерiвноважностi.

Перетворимо спiввiдношення (4.1.6), враховуючи сталiсть ве-
личини τE = const. Параметр Γ̂ визначає повноту завершеностi
релаксацiї в конкретному мiкрооб’ємi, а отже, залежить вiд часу
знаходження мiкрооб’єму за ударним фронтом τ ′, тому на удар-
ному фронтi τ ′ = 0 i Γ̂ = γ, а при τ ′ → ∞ маємо Γ̂ = Γ0. За
таких умов з рiвняння (4.1.6) неважко отримати алгебричний
вираз для ефективного параметра Γ, вiдповiдального за рела-
ксацiйнi процеси [31,33,155]:

Γ = Γ0 + (γ − Γ0) exp(−τ ′/τE). (4.1.7)

На траєкторiї частинки величина τ ′ дорiвнює часу t. У загаль-
ному випадку τ ′ є функцiя часу t та просторової координати
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τ ′ = τ ′(r, t) i задовольняє диференцiйному рiвнянню

∂τ ′

∂t
+ u

∂τ ′

∂r
= 1. (4.1.8)

Задачу про сильний вибух доповнимо граничними умовами
[174]

u = 0 для r = 0,

uf =
2(1− ε0)

γ + 1
D, pf =

2(1− ε0)

γ + 1
ρ0D

2,

⟨V ⟩−1
f =

γ + 1

γ − 1 + 2ε0
ρ0

 для r = rf .

(4.1.9)

Як i ранiше, rf (t) — вiдстань до ударного фронту вiд центра
симетрiї; D = drf (t)/dt — швидкiсть ударного фронту.

Таким чином, маємо замкнену систему рiвнянь (4.1.1)–(4.1.3),
(4.1.5)–(4.1.8) з граничними умовами (4.1.9), що дає змогу про-
аналiзувати вплив теплової релаксацiї на характер ударно-хвильо-
вих течiй. Наведена система рiвнянь складається з семи рiвнянь
i мiстить як залежнi змiннi такi величини: ⟨V ⟩, u, p, ⟨E⟩, Γ, τ ′,
rf .

Залежнiсть вiд об’ємної частки нестисливої конденсованої фа-
зи ε0, як доведено в пiдрозд. 3.3, можна розглядати окремо. Тому
систему рiвнянь розв’яжемо за умови ε0 = 0. Для сильної удар-
ної хвилi у виразi (4.1.5) можна знехтувати членом ρ0E(p0, ρ0)r

ν
f

порiвняно з E0.
Систему рiвнянь зводимо до безрозмiрного вигляду за допо-

могою перетворення залежних змiнних

R =
⟨V ⟩0
⟨V ⟩

, U =
u

D
, P =

p⟨V ⟩0
D2

, θ =
τ ′

τE
(4.1.10)

i незалежних змiнних

η =
r

rf
, χ =

rf
τED

, τE
dχ

dt
= 1− z, z =

rf
D2

dD

dt
. (4.1.11)
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Тодi

(1− z)χ
∂R

∂χ
+ (U − η)

∂R

∂η
+

R

ην−1

∂ην−1U

η
= 0,

(1− z)χ
∂U

∂χ
+ (U − η)

∂U

∂η
+ zU +

1

R

∂R

η
= 0,(

(1− z)χ
∂

∂χ
+ (U − η)

∂

∂η
+ 2z

)
P

Γ− 1
+

ΓP

(Γ− 1)ην−1

∂ην−1U

η
= 0,

(1− z)χ
∂θ

∂χ
+ (U − η)

∂θ

∂η
= χ,

(1− z)χ
dψ

dχ
+ (2z + ν)ψ = 0, ψ =

1∫
0

(
P

Γ− 1
+R

U2

2

)
ην−1dη,

Γ = Γ0 + (γ − Γ0) exp(−θ).
(4.1.12)

Граничнi умови в безрозмiрних змiнних зводимо до спiввiдно-
шень

U = 0 для η = 0,

Uf =
2

γ + 1
, Pf =

2

γ + 1
, Rf =

γ + 1

γ − 1
для η = 1.

(4.1.13)

У граничних умовах (4.1.13) вважаємо Γ = γ, тобто релаксацiйнi
процеси на фронтi ударної хвилi вiдсутнi.

Початковi умови для цiєї системи рiвнянь задаємо виходя-
чи з того, що енергiя видiляється миттєво в точцi ν = 3 (або
на площинi ν = 1, або на лiнiї ν = 2), причому у початковий
момент релаксацiйнi процеси не встигли проявитися. Тому за
початковi параметри потоку можна брати параметри з автомо-
дельного розв’язку [63, 100]. На вiдмiну вiд поширення сильної
ударної хвилi в однорiдному середовищi (газ, рiдина), загалом в
релаксiвному середовищi не iснує автомодельного розв’язку че-
рез наявнiсть ще одного розмiрного параметра, в цьому випадку
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часу релаксацiї. Отже, рух за ударним фронтом буде складнi-
ший, нiж автомодельний потiк. Це призводить до складнiших
залежностей параметрiв потоку вiд властивостей середовища.

Система рiвнянь (4.1.12) вiдрiзняється вiд автомодельної си-
стеми рiвнянь залежнiстю Γ вiд часу χ i координати η. Ця вiдмiн-
нiсть характерна тiльки для рiвняння енергiї (4.1.12), що мiстить
додатковий член(

(1− z)χ
∂

∂χ
+ (U − η)

∂

∂η

)
ln(Γ− 1).

Зрозумiло, що в початковий момент χ ≃ 0 i за великих часiв
χ≫ 1 додатковий член стає малим, тобто розв’язки для цих ча-
сiв близькi до автомодельних розв’язкiв, але з рiзними параме-
трами: Γ = γ при χ ≃ 0 i Γ = Γ0 при χ≫ 1. У початковий момент
часу χ = 0 система рiвнянь переходить у звичайну систему рiв-
нянь першого порядку, що має за вищезаданих граничних умов
автомодельний розв’язок [63, 100, 156, 168]. Саме автомодельний
розподiл функцiй за координатою η вибраний як початковi умови
для системи диференцiйних рiвнянь (4.1.12). Дослiдження випи-
саної системи показало, що вона є гiперболiчною.

Розв’язування системи рiвнянь iстотно ускладнюється осо-
бливостями, що виникають як у початковий момент, так i в околi
центра симетрiї. При η = 0 виникають особливостi типу сiдлової
точки. Крiм того, у початковий момент за переходу вiд χ = 0,
де задано початковi умови, до χ > 0 пiдвищується порядок сис-
теми рiвнянь, що також ускладнює прямий розрахунок. Метод
розв’язування системи з метою подолання особливостi, пов’яза-
ної зi зникненням членiв з частинними похiдними за χ, поля-
гає у такому. У момент χ ≃ 0, коли процеси релаксацiй неiсто-
тно змiнили поле течiї порiвняно з початковим автомодельним,
всi вiдхилення залежних змiнних можна шукати у виглядi лi-
нiйних поправок до автомодельного розподiлу. Лiнеаризувавши
задачу вiдносно поправок, розв’язуємо чисельно лiнiйну систему
рiвнянь. Для η < η∗ (значення η∗ пiдiбрано з числового експе-
рименту) використано асимптотичнi наближення, щоб уникнути
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особливостi типу сiдлової точки при η = 0. В результатi знахо-
димо розв’язок системи рiвнянь (4.1.12), який справедливий до
деякого χ∗, тобто коли члени другого порядку за χ∗ у розкладi
шуканих величин ще набагато меншi, нiж члени першого поряд-
ку. Величину χ∗ встановлюємо за числовим експериментом для
конкретної задачi.

За числового iнтегрування системи нестацiонарних диферен-
цiйних рiвнянь (4.1.12) для часiв χ > χ∗ перевагу було вiдда-
но неявнiй скiнченно-рiзницевiй схемi. Реалiзацiя такого методу
бiльш трудомiстка, нiж для явної скiнченно-рiзницевої схеми, але
неявна схема дає змогу уникнути надмiрно строгих обмежень на
крок для просторової та часової змiнних.

4.2 Розрахунок ударних хвиль

Наявнiсть теплової релаксацiї мiж фазами ускладнює опис
течiї. Особливостi виникають у змiнi параметрiв як ударного
фронту, так i профiлiв тиску, швидкостi та густини за фронтом.
Релаксацiйнi ефекти впливають на швидкостi загасання ударної
хвилi, на змiну вiдношення кiнетичної i внутрiшньої енергiї, на
величину iмпульсу тиску ударної хвилi [200].

У загальному випадку параметри ударних хвиль залежать
вiд властивостей середовища ρ0, γ, Γ0, τE та енергiї вибуху E0.
Основнi вiдмiнностi течiї в релаксiвному середовищi проявляю-
ться вже у початковий момент часу. Результати розрахунку по-
казали, що в початковий момент t ≤ τE параметри потоку з точ-
нiстю до 10 % лiнiйно вiдхиляються вiд автомодельних парамет-
рiв [33, 36]. При цьому швидке гальмування швидкостi ударної
хвилi за наявностi теплової релаксацiї приводить до зростання
вiдносної масової швидкостi, внаслiдок чого вiдносна частка ма-
си в центральнiй областi зменшується, а поблизу фронту збiль-
шується.

Для часiв t > τE змiну параметрiв ударних хвиль неможливо
описати лiнiйним вiдхиленням вiд автомодельних значень [33,36].
Якби хвиля поширювалася достатньо довго (t≫ τE) i при цьому
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залишалася ще сильною (p ≫ p0), то всi релаксацiйнi процеси
вiдбувалися б лише у зонi поблизу ударного фронту. За цiєю
зоною поле течiї можна було б з достатньою точнiстю описати
за допомогою автомодельного розв’язку з рiвноважним параме-
тром Γ0.

З рис. 4.1, на якому показано залежнiсть тиску на фронтi хви-
лi Pf = pfτ

6/5
E (ρ0A

2)−1 вiд безрозмiрної вiдстанi l = rf (τ
2/5
E A)−1,

видно вказану особливiсть. За прийнятих припущень вихiд кри-
вих на асимптотику вiдбувається приблизно на однакових без-
розмiрних вiдстанях вiд центра джерела енергiї. Зазначимо, що
збiльшення показника степеня µ = −2z у функцiйнiй залежно-
стi p ∼ r−µ

f порiвняно з автомодельним значенням µ = −2z = ν
пов’язане виключно з релаксацiйним ефектом. Зауважимо, що
цей ефект при поширеннi сильних ударних хвиль характерний
для широкого класу багатокомпонентних середовищ: пiн [43,66],
бульбашкових середовищ [42,84,92,170], запилених газiв [157,173].

Важливою характеристикою, що вiдображує iнтенсивнiсть i
ефективнiсть загасання ударних хвиль у середовищi, є залежнiсть
вiдношення внутрiшньої енергiї середовища до його кiнетичної

Рис. 4.1. Розрахункова залежнiсть безрозмiрного тиску на ударному
фронтi Pf вiд безрозмiрної вiдстанi l. Величина γ = 1, 4: 1 — Γ0 = 1, 4;
2 — Γ0 = 1, 2; 3 — Γ0 = 1, 05; 4 — Γ0 = 1, 01
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енергiї вiд плину часу релаксацiйного процесу. Залежностi пере-
розподiлу енергiї вибуху мiж внутрiшньою i кiнетичною енергiя-
ми середовища вiд безрозмiрного часу подано на рис. 4.2. Як вид-
но, перерозподiл енергiї з часом, а потiм досягання граничного
значення, що вiдповiдає термодинамiчнiй рiвновазi у середовищi,
вiдбувається швидше для бiльших значень параметра Γ0. Проте
для фiксованого моменту часу в середовищi з меншим значен-
ням параметра Γ0 вiдношення внутрiшньої енергiї до кiнетичної
є завжди бiльшим. При цьому iз зменшенням Γ0 вiдмiннiсть у
перерозподiлах енергiї зменшується i врештi-решт вiдношення
енергiй наближається до залежностi, що вiдповiдає граничному
значенню Γ0 = 1 (крива 4, рис. 4.2).

Питання загасання ударних хвиль у релаксiвних середови-
щах тiсно пов’язанi iз задачами зниження їх iнтенсивностi, аби
запобiгти руйнуванню рiзноманiтних конструкцiй. На практицi
здебiльшого ступiнь руйнування об’єктiв вивчають залежно вiд
iмпульсу тиску ударної хвилi або вiд комплексної величини iм-
пульсу i тиску на ударному фронтi [112,227].

Закономiрнiсть змiни iмпульсу ударної хвилi пiд час релак-
сацiйного процесу, з урахуванням широкого застосування релак-
сiвних багатокомпонентних середовищ для локалiзацiї ударних
хвиль, є важливою характеристикою. На рис. 4.3 показано цю

Рис. 4.2. Перерозподiл енергiї вибуху мiж внутрiшньою Ep та кiнетич-
ною Ek енергiями сумiшi, γ = 1, 4: 1 — Γ0 = 1, 2; 2 — Γ0 = 1, 05; 3 —
Γ0 = 1, 01; 4 — Γ0 = 1, 0
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4.2. Розрахунок ударних хвиль

Рис. 4.3. Розрахункова залежнiсть безрозмiрного iмпульсу тиску вiд
безрозмiрної вiдстанi, γ = 1, 4: 1 — Γ0 = 1, 4; 2 — Γ0 = 1, 2; 3 —
Γ0 = 1, 05; 4 — Γ0 = 1, 01

Рис. 4.4. Профiлi тиску ударної хвилi за рiзних часiв поширення, γ =

= 1, 4, Γ0 = 1, 2: 1 — вiдповiдає t/τE = 0; 2 — t/τE = 1; 3 — t/τE = 6

закономiрнiсть у виглядi залежностi безрозмiрного iмпульсу
тиску

J = Iτ
1/5
E (ρ0A)

−1, I =

∞∫
t(r1)

p(r1, t)dt (4.2.1)

вiд вiдстанi l. Зменшення параметра Γ за умови сталого ρ0 при-
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водить до зменшення iмпульсу тиску на фiксованiй вiдноснiй
вiдстанi, при цьому iнтенсивнiсть зниження iмпульсу зростає iз
збiльшенням теплоємностi середовища. Пiдкреслимо, що збiль-
шення густини середовища, за iнших рiвних умов, як це видно
з рис. 4.3, може спричинити збiльшення iмпульсу тиску порiв-
няно з нерелаксiвним середовищем меншої густини, незважаючи
на зниження пiкового тиску (див. рис. 4.1).

Вплив процесiв релаксацiй на змiну розподiлу тиску за удар-
ним фронтом показано на рис. 4.4. У центральнiй областi в по-
чатковий момент часу тиск p зменшується, проте надалi, з до-
сяганням термодинамiчної рiвноваги у середовищi, вiн зростає,
наближаючись до значення, що вiдповiдає автомодельнiй течiї
при Γ0.

4.3 Вибух у газорiдиннiй пiнi
Типовим представником двофазного середовища, що яскраво

проявляє релаксацiйнi ефекти пiд час поширення у ньому удар-
ної хвилi, є газорiдинна пiна. Це середовище привертає увагу
тим, що в ньому спостерiгається сильне зниження ударної i шу-
мової дiї [66]. У цьому пiдроздiлi експериментальнi данi зiстав-
лено з розрахунковими результатами. Експериментальнi дослi-
дження, навiть тiльки макропараметрiв (таких як швидкiсть i
тиск), дали змогу розвинути модельнi уявлення i пiдходи до ви-
вчення складного явища — нестацiонарного поширення хвиль у
релаксiвному середовищi [200]. Певна рiч, експериментальними
дослiдженнями визначено межi достовiрностi початкових при-
пущень, якi використано в теоретичних пiдходах, унаслiдок чого
окреслено область та умови, за якими результати математичного
моделювання з належною точнiстю описуватимуть спостережу-
ванi ефекти.

4.3.1 Експериментальнi результати

На рис. 4.5 зображено залежнiсть швидкостi поширення удар-
ної хвилi в пiнi з масовою концентрацiєю конденсованого компо-
нента σ = 10...15 кг/м3, а також у повiтрi вiд приведеного радiуса
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⋅
–1

⋅
–

Рис. 4.5. Залежнiсть швидкостi ударного фронту вiд приведеної вiд-
станi: 1 — розрахункова крива, що моделює експеримент у пiнi; 2 —
експеримент у пiнi; 3 — експеримент у повiтрi; R0 — радiус заряду

R = rf/Q
1/3 (rf — вiдстань вiд центра симетрiї до фронту хвилi,

Q — маса вибухової речовини). Вiдмiтка R0 вказує на почат-
ковий радiус заряду. Як видно, з наближенням до заряду рiзко
знижується рiзниця швидкостей поширення ударних хвиль у пiнi
i повiтрi. Зi збiльшенням вiдстанi вiд заряду швидкiсть поширен-
ня збурення зменшується, причому змiна логарифма швидкостi
досягає величини

d lnD

d lnR
= −2. (4.3.1)

Пряме вимiрювання тиску проведено у вужчiй областi вiдстаней.
На рис. 4.6 суцiльна лiнiя вiдповiдає експериментальним резуль-
татам поширення ударної хвилi. Тиск у хвилi, що вiддалилася
на вiдстань R > 0, 4 м/кг1/3, рiзко падає, досягаючи змiни лога-
рифма тиску з вiдстанню:

d lnP

d lnR
= −4. (4.3.2)
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Коли тиск стає нижчим за 1 МПа, необхiдно враховувати внут-
рiшню енергiю сумiшi, що охоплена ударною хвилею. Тут кру-
тiсть спаду швидкостi i тиску зменшується. Для порiвняння на
рис. 4.5 i 4.6 наведено залежностi вiдповiдної величини для по-
вiтря за даними публiкацiй [2, 3, 14,15,99,112,118].

Залежнiсть приведеного iмпульсу тиску J (див. (4.2.1)) вiд
приведеної вiдстанi показано на рис. 4.7. На вiдстанях, що були
дослiдженi, iмпульс зменшується монотонно. Порiвняння з екс-
периментальними значеннями для повiтря [3] вказує на рiзну по-
ведiнку залежностi iмпульсу тиску у цих середовищах. У повiтрi
немонотонна змiна пов’язана, на думку авторiв [3], з формуван-
ням ударної хвилi. Водночас монотонна залежнiсть iмпульсу в
пiнi може вказувати на ранiше формування цiєї хвилi.

Експериментальнi результати пiдтверджують, що газорiдин-
на пiна — одне з середовищ, в якому релаксацiйнi ефекти яскра-
во вираженi, причому характерний час релаксацiї та характер-
ний час поширення ударної хвилi є величинами одного порядку.

⋅
–

Рис. 4.6. Залежнiсть тиску на ударному фронтi вiд приведеної вiдстанi
для хвилi, що проходить: 1 — криву обчислено за експериментальними
значеннями швидкостi ударного фронту в пiнi (див. рис. 4.5); 2 —
експеримент у повiтрi; суцiльна лiнiя — експеримент у пiнi
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⋅
–

Рис. 4.7. Залежнiсть iмпульсу тиску ударної хвилi вiд приведеної вiд-
станi: 1 — у повiтрi; 2 — у пiнi; 3 — розрахункова крива, що моделює
експеримент у пiнi

Саме за наявностi таких процесiв пiд час поширення ударних
хвиль проявляються ефекти, що сильно вiдрiзняються вiд явищ
за рiвноважних умов. Наявнiсть релаксацiйних процесiв, що про-
ходять за ударним фронтом, пiдтверджується бiльшою швидкi-
стю падiння тиску з вiдстанню: показник d ln(P )/d ln(R) = −4
менший за показник d ln(P )/d ln(R) = −ν = −3, якщо незворо-
тнi процеси вiдбуваються тiльки на фронтi хвилi.

4.3.2 Порiвняння експериментальних даних
з розрахунком

Зiставлення експериментальних залежностей швидкостi удар-
ної хвилi D i тиску на ударному фронтi pf на вiдстанях, де про-
водили прямi вимiрювання тиску, вказує, що з точнiстю похибки
експерименту виконується спiввiдношення

pf
p0

≃M2, (4.3.1)
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де pf — тиск на ударному фронтi; p0 — початковий тиск; M =

=D/c0 — число Маха; c20 = Γ0
p0

ρ0(1− ε0)
— рiвноважна швидкiсть

звуку в незбуреному середовищi.
Для виконання спiввiдношення (4.3.1) набагато важливiшим

є досягання кiнематичної рiвноваги, нiж теплової. Дiйсно, c0 сла-
бо залежить вiд замiни Γ0 на γ, тобто вiд повноти завершеностi
теплової релаксацiї, але iстотно залежить вiд густини середови-
ща. Щоб задовольнити спiввiдношення (4.3.1), достатньо наяв-
ностi кiнематичної (без теплової) рiвноваги мiж фазами. Таким
чином, на пiдставi спiввiдношення (4.3.1) можна вважати з до-
статньою точнiстю, що швидкостi фаз однаковi там, де досяга-
ється максимальний тиск на фронтi. А тому профiлi хвилi за
ударним фронтом визначатимуть iншi мiжфазнi процеси. Все за-
значене вище для областi, де виконується спiввiдношення (4.3.1),
дає змогу залучати одношвидкiсну модель для опису релаксацiй-
них ефектiв.

На користь такого наближення вказують результати стат-
тi [136]. У нiй вказано, що в початковий момент точкового вибу-
ху в запиленому газовому середовищi часточки пилу вiдстають
вiд руху газу, проте надалi їх швидкiсть збiльшується через на-
явнiсть сили опору, i навiть може перевищувати швидкiсть ру-
ху газу. Значна частка захоплених часточок перемiщується до
ударного фронту, а їхня швидкiсть є достатньою, щоб генерува-
ти ударну хвилю.

Картину формування i поширення ударної хвилi у двофаз-
ному середовищi, що генерується хiмiчною вибуховою речови-
ною, можна уявити так. Пiсля пiдриву заряду вибухової речо-
вини продукти вибуху, маючи високу густину, починають посту-
пово передавати енергiю у навколишнє середовище. До того ж,
через нижчу швидкiсть поширення збурення у двофазному сере-
довищi, нiж у газi, енергiя передаватиметься продуктами вибуху
швидше у пiнi, нiж у газi, який має меншу густину. Отже, у
пiнi ударна хвиля повинна формуватися ранiше, нiж у газi. За-
значимо, що формування ударної хвилi на ранiшому етапi пiд-
тверджується результатами порiвняння iмпульсу тиску у пiнi i
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газi (рис. 4.7). Вiдповiдно до даних експерименту в пiнi, можна
стверджувати, що в зонi, де проводили прямi вимiрювання тиску
та iмпульсу, хвиля вже сформувалася.

Пiсля формування хвилi механiзм, який енергетично пiдтри-
мує поширення збурення, ймовiрно зумовлений, з одного боку,
тиском газової фази, з iншого — кiнетичною енергiєю конден-
сованої фази. Саме остання обставина сприяє швидкому вирiв-
нюванню швидкостей фаз пiсля попадання середовища в ударну
хвилю.

Близьке формування ударної хвилi у пiнi бiля заряду дає змо-
гу використати припущення про кiнематичну рiвновагу, а отже,
визначити тиск на фронтi за числом Маха у ближнiй зонi, де
не проводили прямi вимiрювання тиску (штрихова лiнiя 1 на
рис. 4.6). Згiдно з оцiнками, тиск у пiнi перевищує тиск на фрон-
тi хвилi у повiтрi. Збiльшення тиску в двофазному середовищi у
ближнiй зонi заряду порiвняно з тиском повiтря необхiдно вра-
ховувати для проектування пристроїв локалiзацiї вибуху.

За ударним фронтом, де, як вважають, настає кiнематична
рiвновага, релаксацiйнi ефекти пов’язанi з iншими мiжфазними
взаємодiями, такими як теплообмiн, випромiнювання, частковий
масообмiн мiж фазами тощо. Саме така взаємодiя призводить
до втрат енергiї, вiд якої залежить тиск середовища. Процес те-
плової релаксацiї повiльнiший, нiж наростання тиску на фрон-
тi хвилi. Зумовлений цими процесами перехiд енергiї вiд одного
виду до iншого не вiдразу позначається на значеннях параме-
трiв на ударному фронтi. Передачу збурень з глибини хвилi на
ударний фронт визначають гiдродинамiчними закономiрностя-
ми. Отже, доходимо висновку: щоб описати поширення ударної
хвилi, потрiбно залучити нестацiонарнi гiдродинамiчнi рiвняння.
Моделювання поширення ударної хвилi вiд точкового вибуху в
релаксiвному середовищi розглянуто у пiдрозд. 4.1 i 4.2.

Зiставимо числовi та експериментальнi результати щодо по-
ширення ударних хвиль у пiнi, якiй властивi релаксацiйнi ефе-
кти. Iдеальнiсть енергоджерела, закладена у розрахунках (точ-
ковiсть заряду та миттєве видiлення енергiї), не дає змоги безпо-
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середньо зiставити числовi данi з експериментальними резуль-
татами, в яких хвилi генерувалися хiмiчними вибуховими ре-
човинами. Дiйсно, порiвняння тиску вiд точкового i реального
джерела, наприклад, для повiтря, приводить до того, що на вiд-
станях, де залежнiсть p ∼ R−3 є справедливою, енергетичний
еквiвалент точкового джерела дорiвнює 60 % енергiї реального
заряду [14, 15]. Виходячи з цього, необхiдно: а) з’ясувати енер-
гетичний еквiвалент точкового джерела вiдносно реального, що
дасть змогу обчислювати абсолютнi значення параметрiв удар-
них хвиль; б) порiвняти вiдноснi величини, тобто значення змiн-
них потоку в релаксiвному середовищi, вiднесенi до вiдповiдних
значень у нерелаксiвному середовищi. У другому випадку за-
кономiрно зiставляти експериментальнi та числовi значення па-
раметрiв ударних хвиль у пiнi з параметрами середовища, яке
описують рiвнянням стану газу, але в якому ще не проявляю-
ться релаксацiйнi властивостi. Таким середовищем насамперед
може бути газове середовище. Наприклад, можна скористатися
вiдомими результатами з вибуху у повiтрi [2, 3, 112, 118]. Час-
тку енергiї реального джерела, яка безпосередньо формує ударну
хвилю (енергiя точкового джерела), визначають, зiставивши об-
числене значення pf l3 i експериментальне — pR3, причому обчи-
слюють величину pR3 у ближнiй зонi заряду, коли можна знехту-
вати релаксацiйними ефектами, вважаючи, що хвиля вже сфор-
мувалась. Для газорiдинних пiн енергетичний еквiвалент точко-
вого джерела становить 50–60 % енергiї реального заряду. За
такої енергiї вибуху i характерного часу релаксацiйних процесiв
τE = 150 − 180 мкс експериментальнi та розрахунковi значення
для швидкостi ударної хвилi й тиску на фронтi задовiльно узго-
джуються мiж собою. На рис. 4.5, 4.6 кривi обчислених значень
указаних величин зображено штриховими лiнiями. У ближнiй
зонi заряду R < 0, 15 м/кг1/3 обчисленi значення швидкостi в пi-
нi перевищують вимiрянi величини в повiтрi. Це вказує на те, що
зона формування ударної хвилi у пiнi менша, нiж у повiтрi. На
вiдстанях, бiльших за R > 0, 7 м/кг1/3, обчисленi значення пе-
репаду тиску i швидкостi хвилi через неврахування протитиску
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є нижчими за реально замiрянi значення. Нехтування протитис-
ком пiд час обчислення iмпульсу тиску ударної хвилi призводить
до бiльших похибок, нiж пiд час обчислення тиску i швидкостi.
Це пов’язане з рiзними профiлями тиску на великих вiдстанях.
Проте на деяких вiдстанях, коли вже перепад тиску на ударно-
му фронтi зрiвнюється з p0, при обчисленнi iмпульсу J похибки
вiд протитиску i хвилi розрiдження частково взаємокомпенсу-
ються. Виявилося, що в межах вiдстаней, де проведено прямi
експериментальнi вимiрювання iмпульсу, обчисленi та вимiрянi
величини iмпульсу тиску узгоджуються (див. рис. 4.7).

Крiм обчислення абсолютних величин були порiвнянi вiдно-
снi величини, вiднесенi до вiдповiдних значень у повiтрi. Такою
вiдносною величиною може слугувати коефiцiєнт загасання ти-
ску. Нагадаємо, що обчислюваний коефiцiєнт загасання визнача-
ють як вiдношення тиску падаючої хвилi у нерелаксiвному сере-
довищi до тиску у релаксiвному середовищi на однiй i тiй самiй
вiдстанi. Разом з тим експериментально знайдений коефiцiєнт
загасання тиску обчислюють як вiдношення тиску в повiтрi до
тиску в пiнi на фiксованiй приведенiй вiдстанi. Зазначимо, що
у зонi, де джерело енергiї неможливо вважати точковим, коефi-
цiєнт загасання, визначений вказаним способом, є меншим, нiж
теоретично обчислений. Це зумовлено тим, що в середовищi з
бiльшою густиною, тобто в пiнi, ударна хвиля “забуває” неiде-
альнiсть джерела енергiї на ближчих вiдстанях, нiж у повiтрi.
Зокрема, тиск ударної хвилi на фронтi у пiнi через неiдеальнiсть
джерела енергiї у ближнiй зонi формування ударної хвилi має
перевищувати тиск у повiтрi.

На рис. 4.8 показано експериментальну (штрихова лiнiя) i
розрахункову (суцiльна лiнiя) залежностi коефiцiєнта загасання
тиску вiд приведеного радiуса R. При цьому для заданих концен-
трацiй конденсованої фази, енергiї вибуху, вибравши за опорну
точку R = 0, 4 м/кг1/3, можна визначити характерний час релак-
сацiйних процесiв. Виявилося, що вiн добре узгоджується iз зна-
ченнями 150–180 мкс. Такi самi значення характерного часу ре-
лаксацiйного процесу можна отримати з нахилу експерименталь-
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⋅
–

Рис. 4.8. Залежнiсть коефiцiєнта загасання вiд вiдстанi: 1 — розраху-
нок; 2 — експеримент

них кривих залежностей D вiд R (див. рис. 4.5) i p вiд R (див.
рис. 4.6). Максимальне значення параметра −d ln(p)/d ln(R), як
уже наголошувалось, досягається на вiдстанях, де хвилю ще мо-
жна вважати сильною: −d ln(p)/d ln(R) = 4. За початкової (за-
даної в експериментальних дослiдженнях) концентрацiї води у
пiнi i теплофiзичними властивостями обох фаз параметр Γ0 ле-
жить у межах 1,01—1,001. Виходячи з цього i знаючи повний
час приходу хвилi на вiдстань, де −d ln(p)/d ln(R) = 4 (так само
−d ln(D)/d ln(R) = 2), знаходимо характерний час релаксацiйно-
го енергообмiну: τE = 150− 180 мкс.

Таким чином, у рамках запропонованої моделi за наявностi
у розрахункових залежностях параметра τE для прогнозування
поширення ударних хвиль у газовмiсних середовищах з тепло-
вою релаксацiєю необхiдно мати опорну експериментальну точ-
ку. Отже, щоб визначити абсолютне значення параметрiв удар-
ної хвилi у таких середовищах, достатньо провести мiнiмальну
кiлькiсть експериментальних вимiрювань, а потiм, спираючись
на знайденi розрахунковi залежностi, вiдновити повнiстю поле
течiї на широкому вiдрiзку вiдстаней.
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Доходимо висновку, що задовiльний збiг розрахункових
i експериментальних результатiв вказує на достовiрнiсть запро-
понованої модельної кiнетики i методу розрахунку для опису
релаксацiйних ефектiв у газорiдиннiй пiнi. З обмеженої кiль-
костi експериментальних даних вдається оцiнити характерний
час теплової релаксацiї та енергетичний еквiвалент енергоджере-
ла. Використовуючи розрахунковi залежностi, можна визначити
основнi параметри ударних хвиль, такi як залежнiсть перепаду
тиску, швидкостi поширення ударної хвилi, коефiцiєнта загасан-
ня вiд вiдстанi i часу, а також оцiнити iмпульс тиску. Запро-
понованi розрахунковi спiввiдношення дають змогу з’ясовувати
поведiнку ударно-хвильових течiй залежно вiд теплофiзичних
властивостей середовища й потужностi енергоджерела. Розра-
хунки можуть бути використанi для широкого класу двофазних
газовмiсних середовищ, характерною особливiстю яких є незво-
ротний перехiд енергiї до виду, що не робить внеску в тиск.
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Роздiл 5

Дiагностика середовища
довгими нелiнiйними
хвилями

У роздiлах 1—4 розглянуто так званi прямi задачi, пов’язанi
з впливом структури середовища на хвильовi поля. Водночас ви-
никає питання, чи достатньо iнформацiї мiститься в хвильовому
полi, щоб вiдтворити структуру середовища. Це — обернена за-
дача. З’ясувалося, що, визначивши хвильовi поля, з певною точ-
нiстю можна дiагностувати концентрацiю окремих компонентiв.

5.1 Посилення нелiнiйного ефекту
в середовищах зi структурою

Доведемо твердження, що пiд час поширення довгих хвиль
нелiнiйний ефект завжди бiльший у середовищi, яке має внутрiш-
ню структуру. Спочатку порiвняємо швидкостi звуку в однорiд-
ному chom та багатокомпонентному c̃ середовищах. Доведемо в
загальному випадку, що зi збiльшенням тиску швидкiсть звуку
збiльшується швидше для середовища зi структурою, нiж для
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однорiдного середовища:

c̃ ≥ chom. (5.1.1)

Виключно для спрощення пояснення розглянемо середовище, в
якому швидкiсть звуку в окремих компонентах не залежить вiд
тиску:

c ̸= f(p), dc/dp = 0. (5.1.2)

З’ясуємо, у якому випадку реалiзується рiвнiсть у виразi (5.1.1),
а в якому — нерiвнiсть. Доведемо, що знак рiвностi в (5.1.1) до-
сягається у разi початкового тиску в результатi нормування i
для спецiально структурованого середовища, в якому вiдношен-
ня V (ξ)/c2(ξ) функцiонально не залежить вiд швидкої змiнної ξ.

Для однорiдного середовища, яке, певна рiч, мiстить тiльки
один компонент, з (5.1.2) маємо

chom ̸= f(p), dchom/dp = 0. (5.1.3)

Для багатокомпонентного середовища похiдну dc̃/dp знаходимо
iз спiввiдношення

dc̃

dp
=

2 ⟨V ⟩
⟨V 2/c2⟩

(
⟨V ⟩

⟨
V 3

c4

⟩
−
⟨
V 2

c2

⟩2
)

≥ 0. (5.1.4)

Нерiвнiсть (5.1.4) випливає з вiдомої нерiвностi Кошi–Шварца
(див., наприклад, працю [62]). Вона забезпечує доказ того, що iз
збiльшенням тиску швидкiсть звуку c̃ збiльшується. Зiставивши
спiввiдношення (5.1.4) i (5.1.3), отримаємо нерiвнiсть (5.1.1).

Крiм того, при p > p0 крива ударної адiабати для середо-
вища iз структурою завжди лежить вище, нiж для однорiдного
середовища (вони дотикаються тiльки у початковiй точцi p0).
Доведемо, що

d2p

d ⟨V ⟩2
≥
(
d2p

dV 2

)
hom

. (5.1.5)
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Дiйсно, вiдношення цих похiдних приймає вигляд

d2p

d ⟨V ⟩2

/(
d2p

dV 2

)
hom

=

⟨
V 3/c4

⟩ ⟨
V 2/c2

⟩−3

c2hom ⟨V ⟩3
=

=

⟨
V 3/c4

⟩
⟨V ⟩ c2eff

c2hom ⟨V 2/c2⟩2
≥
⟨
V 3/c4

⟩
⟨V ⟩

⟨V 2/c2⟩2
≥ 1.

Отже, довга хвиля значної амплiтуди реагує на структуру сере-
довища, причому швидкiсть звуку у цьому середовищi зростає
порiвняно з однорiдним середовищем. Нелiнiйнiсть є навiть тодi,
коли окремi компоненти описують лiнiйним законом.

Винятком, як це вже зазначалось, є структурованi середови-
ща, в яких V (ξ)/c2(ξ) ̸= f(ξ). Для таких середовищ знак рiвностi
реалiзований у спiввiдношеннях (5.1.1) та (5.1.5). Окремi еле-
менти структури реагують на змiну тиску p, а це, в свою чергу,
означає, що вiдносна структура середовища не змiнюється, тобто
вiдношення V (ξ, p)/V (ξ, p0) не залежить вiд ξ. У цьому випадку
значення c̃ =

√
⟨c2⟩ є усередненою характеристикою (див. рiв-

няння (1.4.4)), тому систему рiвнянь (1.3.4) можна переписати,
використавши усередненi змiннi: p, u, ⟨V ⟩, c̃ =

√
⟨c2⟩. Неоднорiд-

нiсть не вносить додаткової нелiнiйностi у такi середовища, а
структура середовища не впливає на рух хвиль.

Доведемо, що нелiнiйнi ефекти у структурованих середови-
щах збiльшуються порiвняно з однорiдним середовищем. Розгля-
немо еволюцiйне рiвняння iз слабкою нелiнiйнiстю i порiвняємо
коефiцiєнти нелiнiйностi для цих середовищ. Запишемо еволю-
цiйне рiвняння в ейлеровiй системi координат, що мiстить слаб-
ку нелiнiйнiсть. Перш за все зазначимо, що масова швидкiсть u
пов’язана з тиском p спiввiдношенням

u =

p∫
po

√
⟨V 2/c2⟩dp. (5.1.6)

Функцiйна залежнiсть усередненого питомого об’єму вiд приро-
сту тиску p′ = p−p0 з точнiстю до членiв другого порядку O(p′2)
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розвивається в ряд

⟨V ⟩ (p) = ⟨V ⟩0 +
d ⟨V ⟩
dp

∣∣∣∣
p=p0

p′ +
1

2

d2 ⟨V ⟩
dp2

∣∣∣∣
p=p0

p′
2
.

Систему рiвнянь (1.3.4) тодi можна переписати так:

⟨V ⟩0
∂u

∂x
+

⟨
V 2

c2

⟩
0

∂p′

∂t
− 1

2

d2 ⟨V ⟩
dp2

∣∣∣∣
p=p0

∂p′2

∂t
= 0,

∂u

∂t
+ ⟨V ⟩0

∂p′

∂x
= 0.

Для виведення першого рiвняння було використано спiввiдношен-

ня u
∂p′

∂x
= p′

∂u

∂x
, яке справедливе з прийнятою точнiстю O(p′2) i

випливає з еволюцiйного рiвняння для однiєї змiнної:

⟨V ⟩20
∂2p′

∂x2
−
⟨
V 2

c2

⟩
0

∂2p′

∂t2
+

1

2

d2 ⟨V ⟩
dp2

∣∣∣∣
p=p0

∂2p′2

∂t2
= 0. (5.1.7)

Надалi iндекс 0, що позначає незбурений стан, опускаємо. Роз-
глянемо хвилi, що поширюються в один бiк. З указаною точнiстю
оператор у рiвняннi (5.1.7) перепишемо у виглядi

−
√

⟨V 2/c2⟩
⟨V ⟩

∂

∂t
+

∂

∂x
→ 2

∂

∂x

(див., наприклад, розд. 93 у працi [76]). Отже, пiсля факторизацiї
маємо еволюцiйне рiвняння в ейлеровiй системi координат

∂p′

∂t
+ c̃

∂p′

∂x
+

1

2
⟨V ⟩

⟨
V 2

c2

⟩−3/2
d2 ⟨V ⟩
dp2

p′
∂p′

∂x
= 0. (5.1.8)

Коефiцiєнт нелiнiйностi αp, зумовлений структурою середовища,
для випадку c ̸= f(p) можна записати у такому виглядi:

αp ≡
1

2
⟨V ⟩

⟨
V 2

c2

⟩−3/2
d2 ⟨V ⟩
dp2

=
d(u+ c̃)

dp
= ⟨V ⟩

⟨
V 3

c4

⟩⟨
V 2

c2

⟩−3/2

.
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Причому завжди αp > 0. Для однорiдного середовища маємо
dc/dp = 0, αphom = V/c. Винятковими середовищами є неодно-
рiднi середовища, в яких величина V (ξ)/c2(ξ) не змiнюється на
перiодi. Для таких середовищ неоднорiднiсть не вносить додат-
кової нелiнiйностi порiвняно з однорiдними. Такi структурованi
середовища поводяться подiбно до однорiдних середовищ пiд час
поширення нелiнiйних хвиль.

Розглянемо вiдношення коефiцiєнтiв нелiнiйностi для струк-
турованого i однорiдного середовищ, заздалегiдь узгодивши їхнi
властивостi iз використанням умови (1.4.3). Мається на увазi, що
у просторi безрозмiрних нормованих змiнних при p = p0 задано
⟨V ⟩0 = 1, а також

⟨
V 2/c2

⟩
0
= 1 для середовищ, якi ми порiвню-

ємо. Тому
αp

αphom
= ⟨V ⟩

⟨
V 3

c4

⟩⟨
V 2

c2

⟩−2

≥ 1. (5.1.9)

Нерiвнiсть є нiщо iнше, як вiдома нерiвнiсть Кошi—Шварца (див.
формули (4.6-60), (15.2-3) i розд. 14.2-6 у працi [62]). Врахувавши,
що V ≥ 0, V/c2 ≥ 0, доведемо, що

⟨V ⟩
⟨
V 3/c4

⟩
≡

∞∫
−∞

V dξ

∞∫
−∞

V 3

c4
dξ=

∞∫
−∞

V 2

c2

(
V

c2

)−1

dξ

∞∫
−∞

V 2

c2
V

c2
dξ≥

≥

 ∞∫
−∞

√
V 2

c2

(
V

c2

)−1

·
√
V 2

c2
V

c2
dξ

2

=

 ∞∫
−∞

V 2

c2
dξ

2

≡
⟨
V 2/c2

⟩2
.

Залишилося визначити умову, коли виконується знак рiвностi.
Для цього скористаємося векторним записом нерiвностi Кошi–
Шварца (див. формулу (14.2-5) у працi [62])

|(a,b)|2 ≤ (a, a)(b,b),

причому знак рiвностi реалiзується тодi i лише тодi, коли векто-
ри a i b колiнеарнi, тобто a = kb (k = const). У нашому випадку
це означає, що√

V 2

c2

(
V

c2

)−1
/√

V 2

c2
V

c2
= const.
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Таким чином, знак рiвностi виконується тодi i лише тодi, ко-
ли V/c2 = const, тобто V/c2 ̸= f(ξ) не змiнюється на перiодi.
Якщо величина V/c2 змiнюється на перiодi, то для решти сере-
довищ з мiкроструктурою виконується нерiвнiсть (5.1.9). Конста-
туємо, що в структурованому середовищi коефiцiєнт нелiнiйностi
αp завжди бiльший, нiж в однорiдному αphom, тобто доведено, що
структура середовища в загальному випадку вносить додаткову
нелiнiйнiсть. У пiдрозд. 5.2 показано, яким чином зазначений
ефект можна використати для розробки математичних основ но-
вого методу дiагностики, в якому властивостi багатокомпонент-
ного середовища вдається визначити за особливостями поширен-
ня довгих нелiнiйних хвиль.

5.2 Метод дiагностики властивостей
середовища

Доведемо, що вплив структури на нелiнiйнi довгохвильовi
збурення настiльки великий, що за закономiрностями еволюцiї
хвильових полiв вдається встановити властивостi середовища.
Розглянемо лише такi структурованi середовища, в яких вiдсут-
ня релаксацiя, а швидкостi звуку окремих компонент не зале-
жать вiд тиску.

Опишемо метод дiагностики структури середовища, якщо вi-
домi закономiрностi поширення хвиль [20,30,202]. Зазначимо одну
важливу особливiсть. Оскiльки в асимптотичнiй усередненiй мо-
делi перiод структури вважаємо безмежно малим стосовно дов-
жини хвилi, то у запропонованому методi дiагностики мiсцеполо-
ження елементiв структури на перiодi не вдається вказати точно.
Робимо висновок, що двi структури, якi вiдрiзняються одна вiд
одної функцiйною залежнiстю V/c2 вiд ζ, наприклад, тi, що по-
казанi на рис. 5.1, мають однаково впливати на рух хвилi. Отже,
такi середовища неможливо розрiзнити за допомогою довгих не-
лiнiйних хвиль. Врахувавши це обмеження, надалi для визначе-
ностi вважатимемо, що залежнiсть V/c2 вiд швидкої ейлерової
координати ζ ≡ x/ε є спадною iнтегровною взаємооднозначною
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Рис. 5.1. Еквiвалентнi розподiли питомого об’єму в елементарнiй ко-
мiрцi з позицiї методу дiагностики

функцiєю на вiдрiзку ζ ∈ [0, 1], а поза ним дорiвнює нулю. Змiнну
ζ = x/ε визначаємо так само, як i швидку змiнну для лагран-
жевих координат ξ = m/ε (x — повiльна ейлерова просторова
змiнна), i маємо зв’язок (1.3.5)(

∂ξ

∂ζ

)
t

= ρ(ξ).

Доведемо, що функцiю ζ = ζ(V/c2), обернену до шуканої V/c2 =
= V/c2(ζ), можна визначити через обернене фур’є-перетворення
[20,30,202]

ζ = F−1

[ ∞∑
n=0

⟨
V (V c−2)n+1

⟩
(n+ 1)! ⟨V ⟩

inqn

]
. (5.2.1)

Коефiцiєнти
⟨
V (V c−2)n

⟩
(n = 3, 4, . . .) для цiєї формули лег-

ко обчислити, якщо знати функцiйну залежнiсть ⟨V ⟩ вiд p або
⟨V 2/c2⟩ вiд p. Їх послiдовно визначають з рекурентного спiввiд-
ношення

d
⟨
V (V c−2)n

⟩
dp

= −(n+ 1)
⟨
V (V c−2)n+1

⟩
, (5.2.2)

яке випливає безпосередньо з рiвняння стану. Середнє значен-
ня ⟨V ⟩, як наголошено ранiше, однозначно пов’язане з густи-
ною середовища в ейлерових координатах. Скористаємося вiдо-
мим фактом з теорiї ймовiрностi [62]. Функцiю розподiлу f(x)
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(однозначна iнтегровна позитивна функцiя) запишемо через її
центральнi моменти

αn =

∫ ∞

−∞
xnf(x)dx (5.2.3)

з використанням характеристичної функцiї

χ(q) = F [f(x)](q), (5.2.4)

де F [·] — фур’є-перетворення. Отже, довiльну невiд’ємну iнте-
гровну функцiю можна записати так:

f(x) = F−1[χ(q)](x). (5.2.5)

Використаємо вiдомий факт [62], що центральнi моменти αn одно-
значно визначають характеристичну функцiю

χ(q) =
∞∑
n=0

αni
n q

n

n!
. (5.2.6)

Цi вiдомостi з теорiї ймовiрностi [62] застосовуємо, щоб до-
вести таке твердження: якщо V/c2 = V/c2(ζ) є позитивна iнте-
гровна функцiя на скiнченному вiдрiзку i, крiм того, монотонно
спадає, а поза вiдрiзком дорiвнює нулю, то обернену функцiю
щодо заданої вдається вiдтворити формулою (5.2.1) через сере-
днi значення⟨

V (V/c2)n
⟩
≡

∞∫
−∞

V (V/c2)ndξ.

Дiйсно, для монотонної i однозначної функцiї V/c2 = V/c2(ζ)
можна в останньому iнтегралi перейти до оберненої функцiї ζ =
= ζ(V/c2), оскiльки якобiан перетворення не дорiвнює нулю. Тодi
маємо

⟨
V (V/c2)n

⟩
=

1∫
0

V (ξ)

(
V

c2

)n

dξ =

1∫
0

V

(
V

c2

)n

ρdζ

1∫
0

ρdζ

=

= ⟨V ⟩
∞∫

−∞

(
V

c2

)n dζ

d(V/c2)
d(V/c2).
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Геометрично це спiввiдношення вiдображує iнтегрування на обла-
стi мiж кривою V/c2 = V/c2(ζ) i осями координат Oζ та O(V/c2),
що можна здiйснити iнтегруванням як за ζ, так i за V/c2. Одно-
значнiсть при цьому виконується для монотонно спадної функцiї
V/c2 = V/c2(ζ).

Проведемо перетворення з урахуванням того, що функцiя
ζ = ζ(V/c2) є визначеною на скiнченному вiдрiзку, позитивною i
обмеженою зверху:

⟨
V (V/c2)n

⟩
= ⟨V ⟩

∞∫
−∞

(
V

c2

)n dζ

(dV/c2)
d(V/c2) =

= −n ⟨V ⟩
∞∫

−∞

(
V

c2

)n−1

ζd(V/c2).

(5.2.7)

У цьому спiввiдношеннi значення αn =
∞∫

−∞
(V c−2)n−1ζ d(V/c2)

є нiщо iнше, як центральнi моменти оберненої функцiї. Тому
(5.2.7) набуває вигляду

⟨
V (V/c2)n

⟩
= −n ⟨V ⟩αn−1. (5.2.8)

Отже, характеристична функцiя χ(q) оберненої функцiї ζ =
= ζ(V/c2) виражається через

⟨
V (V/c2)n

⟩
за формулою

χ(q) = −
∞∑
n=0

⟨
V (V c−2)n+1

⟩
(n+ 1)! ⟨V ⟩

inqn. (5.2.9)

Застосувавши обернене перетворення Фур’є, остаточно одержу-
ємо формулу (5.2.1).

Отже, основне спiввiдношення (5.2.1) для методу дiагностики
дає змогу визначити властивостi окремих елементiв структуро-
ваного середовища за допомогою нелiнiйних довгих хвиль.

120



5.3. Визначальнi параметри хвиль для методу дiагностики

5.3 Визначальнi параметри хвиль
для методу дiагностики

Використання запропонованого методу пов’язане iз знахо-
дженням коефiцiєнтiв

⟨
V (V/c2)n

⟩
степеневого ряду (5.2.1). Цi

коефiцiєнти тим чи iншим способом вдається отримати iз зако-
номiрностей еволюцiї хвильових полiв. Укажемо декiлька спосо-
бiв.

Найпростiшим, на наш погляд, є спосiб, в якому експеримен-
тально визначають функцiйну залежнiсть ⟨V ⟩ = ⟨V ⟩(p) простим
зважуванням тестовного шматка (якщо така процедура мож-
лива) при рiзних значеннях тиску. Звичайно, при цьому потрiб-
но бути впевненим у тому, що виконуються умови моделi баро-
тропного середовища. Потiм, застосувавши рекурентну форму-
лу (5.2.2), отримуємо потрiбний ряд

⟨
V (V/c2)n

⟩
при n ≥ 2 для

визначення спiввiдношення (5.2.1). Проте ясно, що не завжди є
можливiсть провести такий експеримент, наприклад, з геофiзич-
ним середовищем у природних умовах. Переваги дiагностики за
допомогою хвильової дiї очевиднi. Особливо це стосується сере-
довищ складної структури, зокрема геофiзичного середовища.

Можливим способом визначення функцiйної залежностi
⟨V ⟩(p) є експеримент, в якому швидкiсть ударної хвилi знаходимо
в лагранжевих масових координатах. Згiдно з першим спiввiдно-
шенням виразу (1.4.8)

D =
√

(p1 − p0)/(⟨V0⟩ − ⟨V1⟩)

на ударнiй хвилi вдається визначити ⟨V ⟩(p) за вiдомими D i p.
Можна також застосувати друге спiввiдношення (1.4.8) для зна-
ходження ⟨V ⟩ = ⟨V ⟩(p)

u1 − u0 =
√

(p1 − p0)(⟨V0⟩ − ⟨V1⟩).

Визначивши в експериментi масову швидкiсть u1 i тиск p1 за
ударним фронтом, обчислюємо ⟨V1⟩. Необхiдно проводити експе-
римент з вимiрювання параметрiв ударної хвилi для рiзних пе-
репадiв тиску. Тодi отримаємо залежнiсть ⟨V ⟩ = ⟨V ⟩(p). У такий
спосiб знаходимо коефiцiєнти

⟨
V (V/c2)n

⟩
для формули (5.2.1).
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Для визначення коефiцiєнтiв
⟨
V (V/c2)n

⟩
унiверсальним iн-

струментом можна вважати автомодельну хвилю розрiдження.
Розглянемо поширення цiєї хвилi у перiодичному середовищi. На
автомодельну хвилю розрiдження як окремий випадок простої
хвилi безпосередньо впливає структура перiодичного середови-
ща. Простежимо за закономiрностями поширення хвилi розрi-
дження з метою їх використання для дiагностики властивостей
середовища. Автомодельна хвиля розрiдження виникає у перiо-
дичному нерелаксiвному середовищi пiсля зняття навантаження
на межi. Фронт хвилi рухається з деякою постiйною швидкiстю.
На рис. 5.2 показано хвилi розрiдження для деяких середовищ.
Вiдношення початкового тиску в середовищi p до тиску на межi
p0 було задано рiвнiстю p/p0 = 10. Елементарна структура пе-
рiодичного середовища складається з двох прошаркiв однакової
довжини в лагранжевих масових координатах (κ = 0, 5) з вiдно-

Рис. 5.2. Автомодельнi хвилi розрiдження: 1 — однорiдне середовище;
2 — перiодичне з c1/c2 =

√
2/5; 3 — перiодичне з c1/c2 = 5/

√
2
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шенням об’ємiв V1/V2 = 2 (V1 = 4/3, V2 = 2/3). Щоб спiввiднести
результати рiзних середовищ, проведено нормування за усеред-
неним питомим об’ємом та швидкiстю поширення малих збурень.
У безрозмiрних змiнних це означає, що ⟨V ⟩ = ⟨V 2/c2⟩ = 1 при
p = p0. Масова швидкiсть i тиск зв’язанi через спiввiдношен-
ня (5.1.6). Профiлi тиску, якi вирахувано з (1.4.5), показано на
рис. 5.2 у виглядi безрозмiрних залежностей тиску p/p0 вiд ла-
гранжевої масової координати η = s/τp(p0/⟨V ⟩)1/2.

Для гранично великого тиску швидкiсть окремих дiлянок
хвилi розрiдження можна записати так:

ds

dt
=
s

t
=

∆p√
⟨c2⟩

+
⟨c4/V0⟩
(⟨c2⟩)3/2

. (5.3.1)

Тому при p≫ ⟨V 2
0 /c

2⟩−1/2 нахил профiлю хвилi прямує до вели-
чини tgα =

√
⟨c2⟩/t (рис. 5.2). Отже, за нахилом профiлю хвилi

вдається визначити значення
√

⟨c2⟩. До того ж, в окремому ви-
падку s = 0 з рiвняння (5.3.1) маємо

∆p1 = −⟨c2⟩−1

⟨
c4

V0

⟩
.

Величину ∆p1 визначаємо з рис. 5.2. Вона чисельно дорiвнює вiд-
рiзку AB, який вiдсiкається асимптотикою, проведеною до про-
фiлю хвилi. Знайшовши вiдрiзок AB, вдається визначити усеред-
нену характеристику перiодичного середовища ⟨c4/V0⟩. Вказа-
нi характеристики можуть виявитися корисними при визначеннi
властивостей середовища. Задавши рiзнi величини p, знаходимо
функцiйну залежнiсть ⟨c4/V ⟩(p), диференцiювання якої за p дає
⟨c2⟩. Порiвняння величини ⟨c2⟩, знайденої таким способом, iз се-
редньою квадратичною швидкiстю, визначеною за нахилом про-
фiлю хвилi розрiдження, вкаже на точнiсть застосування моделi
баротропного середовища.

В окремому випадку для середовищ, в яких спiввiдношення
⟨V/c2⟩ не залежить вiд ζ (c1/c2 =

√
2), профiль автомодельної

хвилi розрiдження буде прямолiнiйним, як i в однорiдному се-
редовищi (рис. 5.2, крива 1 ). Тому вказанi середовища в цьому
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розумiннi не вiдрiзняються вiд однорiдних. Для iнших перiодич-
них середовищ профiль хвилi розрiдження вiдхилятиметься вiд
прямолiнiйного. Початковi властивостi зазначених середовищ пi-
дiбрано так, щоб при p→ ∞ усереднена характеристика ⟨c2⟩ для
них збiгалася. Викладене засвiдчує, що асимптотики кривих 2 i
3 мають однаковий нахил. Водночас видно, що для помiрного
тиску профiлi 2 i 3 розрiзняються через значний вплив неодно-
рiдностей.

Автомодельнiсть руху хвилi розрiдження, як уже наголошу-
валося, дає швидкiсть поширення ds/dt за рiзного тиску, що ви-
значає залежнiсть ⟨V 2/c2⟩ = ⟨V 2/c2⟩(p). Знову ж, для n ≥ 3 всi
iншi величини ⟨V (V/c2)n⟩ знаходимо за формулою (5.2.2). Якщо
за певного тиску кривина профiлю хвилi розрiдження найбiль-
ша, тобто, якщо структура дуже змiнює збурення, точнiсть ви-
значення коефiцiєнтiв є найвищою, а отже, структуру середови-
ща можна визначити щонайточнiше.

5.4 Апроксимацiя середовища
шарувато-перiодичним середовищем

Проаналiзуємо особливостi практичного застосування фор-
мули (5.2.1). По-перше, нас цiкавить точнiсть визначення кое-
фiцiєнтiв степеневого ряду ⟨V (V/c2)n⟩ з експериментальних да-
них. По-друге, розглянемо точнiсть опису структури середовища
скiнченним рядом (5.2.1).

Зупинимося на першому зi згаданих вище питань. Вважати-
мемо, що з експерименту вiдомi хвилi розрiдження (рис. 5.2).
Оцiнимо точнiсть визначення коефiцiєнтiв ⟨V (V/c2)n⟩ для ряду
(5.2.1). За кривиною профiлю тиску числовим диференцiюван-
ням визначаємо послiдовнiсть ⟨V (V/c2)n⟩ для n ≥ 3. Таку саму
послiдовнiсть можна отримати iншим способом. У розрахунках
задаємо конкретну, наперед визначену структуру. Структура за-
лежить вiд тиску, тобто кожному тиску вiдповiдає своя структура:

ρ(ξ) = ρ0(ξ) + ∆p/c2,
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а це означає, що з розрахункiв вiдома i величина V (ξ)/(c(ξ))2.
Виконавши усереднення, знаходимо величину ⟨V (V/c2)n⟩. Порiв-
няння послiдовностей ⟨V (V/c2)n⟩, якi знайденi двома способами,
показує, що при малих n вони узгоджуються добре, а iз збiльше-
нням n їх значення розходяться, не перевищуючи похибки 10 %.
Ця похибка пов’язана з тим, що в числовому диференцiюван-
нi використовують скiнченнi рiзницi. Тому в разi застосування
числового диференцiювання профiлю хвилi для визначення ко-
ефiцiєнтiв ⟨V (V/c2)n⟩ отримуємо похибку в межах 10 %. Крiм
того, iснує деяка суто експериментальна похибка пiд час визна-
чення профiлю хвилi розрiдження. Втiм звернемо увагу тiльки
на точнiсть самого методу.

Проаналiзуємо друге iз згаданих питань — точнiсть опису
структури середовища скiнченним рядом (5.2.1). Покажемо, що
скiнченний ряд з 2N − 1 членами апроксимує дiагностовне се-
редовище N компонентним середовищем. Випишемо ланцюжок
тотожностей для довiльної функцiї

2πf(−x) = F [F [f(x)](q)] (x) = F

[ ∞∑
n=0

inqn

n!
αn

]
=

=
∞∑
n=0

inαn

n!
2π(−i)nδ(n)(x).

Тут використано вiдомi спiввiдношення [62]

F [F [f(x)](q)] (x) = 2πf(−x),

F [qn](x) = 2π(−i)nδ(n)(x).

Тому довiльну функцiю можна записати у виглядi ряду

f(−x) =
∞∑
n=0

αn

n!
δ(n)(x). (5.4.1)

Покажемо, що скiнченний ряд (5.2.1) апроксимує шукану
функцiю схiдчастою функцiєю. Розглянемо схiдчасту функцiю,
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що складається з N сходинок:

f1(x) =


φ1, 0 < x ≤ b1,
φ2, b1 < x ≤ b2,
...

...
φN , bN−1 < x ≤ bN .

(5.4.2)

Її можна записати через функцiї Хевiсайда

f1(x) = φ1[Θ(x)−Θ(x− b1)] + φ2[Θ(x− b1)−Θ(x− b2)] + . . .

. . .+ φN [Θ(x− bN−1)−Θ(x− bN )].

Очевидно, що збiльшивши числа розбиття N i пiдiбравши вели-
чини φi та bi, можна наблизити будь-яку iнтегровну функцiю
f(x) схiдчастою функцiєю f1. Зручно використовувати запис

f1(−x) = φ1[Θ(x+ b1)−Θ(x)]+φ2[Θ(x+ b2)−Θ(x+ b1)]+ . . .

. . .+ φN [Θ(x+ bN )−Θ(x+ bN−1)], (5.4.3)

який випливає безпосередньо з попереднього спiввiдношення,
якщо згадати очевидний зв’язок

Θ(x) = 1−Θ(−x).

Розвинемо функцiю Хевiсайда Θ(x+ b) у ряд Тейлора бiля точ-
ки x:

Θ(x+ b) = Θ(x) +

∞∑
n=1

bn

n!
Θ(n)(x). (5.4.4)

Вiдомо [39], що похiдна вiд функцiї Хевiсайда Θ(x) є δ(x)-функ-
цiя, тому Θ(n+1)(x) = δ(n)(x). Тепер перепишемо спiввiдношен-
ня (5.4.3), використавши вирази (5.4.1) i (5.4.4). Досi кiлькiсть
сходинок у функцiї f1(x) вважали безмежно великою:

φ1

∞∑
n=0

bn+1
1

(n+ 1)!
δ(n)(x) + φ2

∞∑
n=0

bn+1
2 − bn+1

1

(n+ 1)!
δ(n)(x) + . . .
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. . .+ φN

∞∑
n=0

bn+1
N − bn+1

N−1

(n+ 1)!
δ(n)(x)+ . . . =

∞∑
n=0

αn

n!
δ(n)(x). (5.4.5)

Це спiввiдношення показує, що використання скiнченного ряду∑2N−1

n=0

αn

n!
δ(n)(x) справа i N перших членiв злiва дає змогу на-

близити шукану функцiю f(x) схiдчастою функцiєю f1(x), при-
чому число сходинок дорiвнюватиме N . Iншими словами, якщо
необхiдно вiдтворити структуру середовища за допомогоюN про-
шаркiв, якi перiодично повторюються, необхiдно знати 2N − 1
моментiв αn.

Для зручностi можна переписати спiввiдношення (5.4.5) у
розгорненому виглядi. Для цього домножимо його на xn i проiн-
тегруємо вздовж усiєї осi x. Одержимо нелiнiйну систему рiвнянь
вiдносно невiдомих b1, b2, . . . , bN , φ2, φ3, . . . , φN :

φ1b1 + φ2(b2 − b1) + φ3(b3 − b2) + . . .+ φN (bN − bN−1) = α0,

φ1b
2
1 + φ2(b

2
2 − b21) + φ3(b

2
3 − b22) + . . .+ φN (b2N − b2N−1) = 2α1,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

φ1b
2N−1
1 + φ2(b

2N−1
2 − b2N−1

1 ) + φ3(b
2N−1
3 − b2N−1

2 ) + . . .

. . .+ φN (b2N−1
N − b2N−1

N−1 ) = (2N − 1)α2N−2. (5.4.6)

Величина φ1 наперед вiдома, згiдно з нормуванням φ1 = 1.
Тепер, якщо пiд bi розумiти розбиття (V/c2)i, а пiд φi — роз-

биття ζi, отримаємо систему рiвнянь для визначення структури
шарувато-перiодичного середовища. Розв’язок цiєї системи рiв-
нянь дає залежнiсть величини V/c2 на перiодi ζ ∈ [0, 1] струк-
тури у виглядi схiдчастої функцiї.

Пiдкреслимо окремий випадок перiодичного середовища, для
якого величина V/c2 є сталою на перiодi. Таке середовище, як
уже наголошено у пiдрозд. 5.1, не вiдрiзняється вiд однорiдно-
го пiд час поширення у ньому довгих нелiнiйних хвиль. Такий
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самий результат випливає iз системи (5.4.6). Дiйсно, для однорiд-
ного середовища моменти визначають за формулою

αn =
⟨V (V c−2)n+1⟩
(n+ 1)⟨V ⟩

=
bn+1

n+ 1
.

Тут, як i ранiше, використано умови нормування ⟨V 2/c2⟩0 =

= (V 2/c2)0 = 1, ⟨V ⟩0 = V0 = 1. Тому значення з правого боку
системи рiвнянь дорiвнюють b ≡ V c−2 = const. Легко перевiри-
ти, що розв’язком системи буде b1 = b2 = . . . = bN = b = 1,
φ1 = 1, а значення величин φi — будь-якi для i ≥ 2. Це вiдповi-
дає шарувато-неоднорiдному середовищу з V/c2 ̸= f(ζ), зокрема,
таким середовищем може бути однорiдне середовище.

Згiдно з асимптотичною усередненою моделлю структурова-
ного середовища, перiод структури безмежно малий, тому запро-
понований метод дiагностики не може вказати на точне розмiщен-
ня окремих елементiв структури в перiодi. Отже, за допомогою
описаного методу можна визначати лише масовий вмiст окремих
компонентiв.

Для прикладу на рис. 5.3 представлено розрахунковi резуль-
тати з визначення структури шарувато-перiодичного середови-
ща, яке належним чином можна наблизити до дiагностовного
середовища. На рис. 5.3, а початковим є середовище iз структу-
рою на перiодi V/c2 = 1−ζ, водночас на рис. 5.3, б задано струк-
туру V/c2 = 0, 2 + 0, 8(1− ζ)2. Щоб апроксимувати дiагностовне
середовище шарувато-перiодичним середовищем, яке має N про-
шаркiв на перiодi, необхiдно знати 2N − 1 величину ⟨V (V c−2)n⟩
для скiнченного ряду (5.2.1). Якщо вважати, що 2N − 1 усеред-
нених величин ⟨V (V c−2)n⟩ збiгаються попарно для дiагностовно-
го i шарувато-неоднорiдного середовищ, то цi усередненi величи-
ни ⟨V (V c−2)n⟩ для n ≤ 2N −1 можуть бути обчисленi з вiдомого
розподiлу V/c2 = 1−ζ для рис. 5.3, а, а також з розподiлу V/c2 =
= 0, 2+0, 8(1− ζ)2 для рис. 5.3, б. Величини ⟨V (V c−2)n⟩ є рiзни-
ми при n > 2N − 1 для дiагностовного i шарувато-перiодичного
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Рис. 5.3. Наближення перiодично-неоднорiдних середовищ з розподi-
лом V/c2=1−ζ (а) i з розподiлом V/c2=0, 2+0, 8(1−ζ)2 (б ) шарувато-
перiодичними середовищами (N — число прошаркiв на перiодi)
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середовищ. З одного боку, розрахунковi розподiли для шарувато-
перiодичних середовищ найлiпше апроксимують наперед задане
середовище. З iншого боку, рис. 5.3 iлюструє точнiсть наближен-
ня дiагностовного середовища скiнченним рядом (5.2.1).

У цьому роздiлi теоретично обґрунтовано метод дiагностики
властивостей середовищ довгими нелiнiйними хвилями в рам-
ках асимптотичної усередненої моделi структурованого середо-
вища. Показано, що за допомогою запропонованого методу мо-
жна апроксимувати дiагностовне середовище N компонентним
середовищем i визначити масовий вмiст цих компонентiв.
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Роздiл 6

Рiвняння стану пiсковику
за квазiстатичного
навантажування

Осадовi породи, наприклад пiсковики, характеризуються зер-
нистою структурою [124, 130, 193], в якiй окрема зернина знач-
но твердiша за мiжзерновий цементувальний матерiал [138,139].
Одним iз проявiв недосконалої мiжзернової цементацiї є пори-
стiсть [124,130,193], тобто характеристика, що визначає проник-
нiсть породи i слугує важливим технологiчним чинником пiд
час видобутку нафти [124, 130]. Крiм того, пористiсть полегшує
проникнення води у зони мiжзернових контактiв [124, 130], що
знижує пружнi модулi [109,121,230] та впливає на фактори сейс-
мiчної дисипацiї [109,121,194,230] вiдповiдної породи.

Пiсковики крiм звичайних статичних властивостей мають не-
передбачуванi й навiть незвичнi динамiчнi властивостi [115, 129,
138, 139, 141, 142, 169]. Вивчення таких властивостей насамперед
спрямоване на побудову рiвнянь стану природних середовищ. Ро-
зумiння внутрiшнiх процесiв розкриває можливостi для фiзично-
го та математичного моделювання динамiки пiсковику пiд дiєю
механiчних навантажувань. Однак дослiдити в деталях перебiг
усiх складних внутрiшнiх процесiв поки що неможливо. Насправ-
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дi, важливий не стiльки детальний перебiг внутрiшнiх проце-
сiв, скiльки їх вплив на спiввiдношення мiж макропараметрами,
що характеризують динамiчну поведiнку середовищ. Для меха-
нiчних навантажувань до таких визначальних макропараметрiв
належать деформацiя i напруження, а зв’язок мiж цими величи-
нами є нiчим iншим, як рiвнянням стану. Певна рiч, що рiвняння
стану є ключовим спiввiдношенням пiд час моделювання пове-
дiнки гiрських порiд у рiзноманiтних геофiзичних умовах [141].

Експериментальнi залежностi деформацiї вiд напруження для
гiрських порiд пiд дiєю механiчних навантажувань вказують на
нелiнiйну поведiнку цих середовищ. Нижче запропоновано фе-
номенологiчну модель для опису деформацiї пiсковику пiд дiєю
повiльного (квазiстатичного) навантажування.

Пiсковики пiд дiєю механiчних навантажувань проявляють
суттєво неоднозначну залежнiсть деформацiї вiд напруження.
Зокрема, експериментальнi данi щодо гiстерезисних петель за
повiльних циклiчних навантажувань зразкiв пiсковику добре вi-
домi, i їх можна вважати класичними [111,115,129,142]. Моделю-
вання вiдомих експериментiв важливе для визначення поведiнки
гiрських порiд у рiзноманiтних геофiзичних умовах, наприклад,
пiд час сейсмiчного пошуку або розпiзнавання вiдгуку вiд зем-
летрусу, вибуху тощо [141]. Моделювання залежностi деформацiї
вiд напруження по сутi дає змогу визначити рiвняння стану для
пiсковику. Виявляється, що побудова адекватної моделi механiч-
ної поведiнки пiсковику є досить складною задачею, оскiльки
в експериментi, як правило, вимiрюють тiльки макропараметри
(наприклад напруження та деформацiю) i немає можливостi до-
слiдити процеси всерединi зразка. Згiдно з експериментами [129],
характернi властивостi пiсковику визначаються малим об’ємом
матерiалу мiж контактами зерен. Проте цi експерименти ще не
дають повного уявлення про внутрiшнi процеси, якi вiдбуваю-
ться в пiсковику пiд дiєю квазiстатичного навантажування. Iсну-
ють моделi, що якiсно описують окремi властивостi спiввiдношен-
ня мiж напруженням i деформацiєю. Передусiм слiд указати на
моделi Герца—Мiндлiна (Hertz-Mindlin model) [169] i Преiсаха—
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Маєргойза (Preisach-Mayergoyz model) [141]. Однак застосування
цих моделей ускладнюється проблемою встановлення вiдповiдно-
стi мiж модельними елементами та реальними фiзичними проце-
сами всерединi зразка. Крiм того, штучний характер зв’язку мiж
розподiлом допомiжних гiстерезисних елементiв i максимальним
рiвнем навантажування значно звужує можливостi цих моделей
для прогнозування поведiнки пiсковикiв.

Низку вiдомих експериментiв [115,129,138,139,141,142] вдає-
ться описати у межах моделi, запропонованої для моделювання
поведiнки гiрських порiд за повiльних навантажень [23, 25, 223,
224]. Вiдгук внутрiшнiх процесiв, якi зумовленi порушенням рiв-
новаги пiд дiєю iнтенсивних навантажувань, на макрорiвнi мо-
делюється трьома механiзмами:

• релаксацiйним стандартного твердого тiла;
• пружним з прилипанням;
• перманентної пластичної деформацiї.
Належна комбiнацiя цих механiзмiв дає змогу вивести деяку

загальну залежнiсть мiж напруженням i деформацiєю, хоча й
без детального опису внутрiшнiх обмiнних процесiв. За допо-
могою такої феноменологiчної моделi вдається описати якiсно
i кiлькiсно зв’язок напруження—деформацiя, а також вiдтвори-
ти характернi експериментальнi закономiрностi Дж. Боiтнотта
(Boitnott), Л.Б. Гiльберта та iн. (Hilbert et al.), Т. Дарлiнга та iн.
(Darling et al.) [115,129,138,141,142] для пiсковику Береа (Berea).

6.1 Аналiз експериментальних
спостережень

Класичними експериментальними результатами щодо залеж-
ностей деформацiї вiд напруження прийнято вважати роботи
Дж. Боiтнотта [115, 141] (рис. 6.1, a), Л.Б. Гiльберта та iн. [141,
142] (рис. 6.1, б ), Дарлiнга та iн. [129,138] (рис. 6.1, в).

Вимiрюваними величинами є одновiсне навантаження та де-
формацiя. Експерименти [115, 129, 141, 142] проведено для зраз-
кiв пiсковику Береа. Зазначимо, що дуже часто, цитуючи роботу
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Рис. 6.1. Експериментальнi данi для пiсковику Береа (Berea): а —
G.N. Boitnott [115]; б — R.A. Guyer et al. [141], L.B. Hilbert et al. [142];
в — T.W. Darling et al. [129]

[142], не вказують на початковий етап швидкого навантажування
та розвантажування, пiсля якого пiсковик переходить у кондицi-
йований стан. Надалi зразок пiсковику у кондицiйованому станi
циклiчно навантажують i розвантажують. У такому процесi ви-
вчають залежнiсть деформацiї вiд напруження (рис. 6.1, б ).

Слiд зазначити, що в рiзних експериментах початкову коор-
динату деформацiї вводять рiзними способами. Щоб зiставити
всi експериментальнi кривi напруження—деформацiя, їх розмi-
щують у спiльних координатах на одному рисунку, виходячи з
припущення, що для всiх трьох експериментальних кривих кiн-
цевi точки з максимальним напруженням потрiбно розмiстити
на найнижчiй iз можливих некондицiйованих кривих, тобто на
нижнiй кривiй рис. 6.1, в. При цьому спiльну початкову коорди-
нату деформацiї потрiбно вибрати з рис. 6.1, a, де показано по-
чаткову точку координат для некондицiйованого стану пiскови-
ку. Усталенiй термiнологiї термiна “некондицiйована крива” вiд-
повiдає початкова крива, що виходить з нульової точки напру-
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ження для зразка, який не зазнавав навантажування протягом
довгого перiоду — порядку багатьох годин або дiб (рис. 6.1, a).
I навпаки, кривим на рис. 6.1, б вiдповiдає “кондицiйований”
стан, тобто стан пiсля багаторазового циклiчного навантажуван-
ня. На рис. 6.1, б початкову точку не показано, i, за винятком
найвищої кiнцевої точки, некондицiйована крива вiдсутня. Ори-
гiнальнi експериментальнi рисунки мають рiзнi масштаби, тому
на рис. 6.1 експериментальнi кривi (з вилученням масштабних
цифр на координатах) розмiщено в спiльних координатах. У цiй
процедурi для рис. 6.1, a збережено його власнi координати, тодi
як рис. 6.1, б, в змiщенi для включення нульової точки напру-
ження. Змiщення на рис. 6.1, a вiдсутнє, для рис. 6.1, б воно
дорiвнює 0,000 42, для рис. 6.1, в — 0,000 97.

Доречно зазначити, що цей пiдхiд для визначення спiльних
координат не є iдеальним, оскiльки вважали, що початкова (не-
кондицiйована) крива не залежить вiд швидкостi навантажуван-
ня, що, взагалi кажучи, виконується з певною точнiстю. З огля-
ду на те що залежнiсть вiд швидкостi навантажування виявлена
експериментально переважно для значних напружень, в першо-
му (задовiльному) наближеннi такою залежнiстю можна знехту-
вати без вiдчутних наслiдкiв для розташування кривих у межах
спiльної системи вiдлiку.

Насамперед, з наведених графiчних залежностей напружен-
ня вiд деформацiї видно їх екстремальну нелiнiйнiсть, гiстерези-
снiсть та пам’ять про кiнцеву точку (в геофiзицi цей ефект ча-
сто називають дискретною пам’яттю). У кондицiйованому станi,
який суттєво вiдрiзняється вiд початкового, бiльшiсть гiрських
порiд мають траєкторiї напруження—деформацiя у виглядi пе-
тель пiд дiєю циклiчних навантажувань. Цi петлi майже повто-
рюють одна одну i, як правило, вигнутi. Як показує експери-
мент [129], процеси, що визначають поведiнку пiсковику i при-
водять до вказаних ефектiв для багатьох гiрських порiд рiзного
типу, вiдбуваються у невеликому об’ємi на контактах мiж зер-
нами. Неоднозначна залежнiсть деформацiї вiд напруження зу-
мовлена внутрiшнiми обмiнними процесами, якi на макрорiвнi
проявляються у релаксацiйнiй поведiнцi пiсковику.
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Перший ефект, який впадає у вiчi пiд час детального аналi-
зу, — це характерна петлеподiбна затримка деформацiї у вiдпо-
вiдь на збiльшення або зменшення зовнiшнього навантажування.

Для пiдтвердження релаксацiйної природи процесiв у пiско-
вику навiть за повiльних навантажувань наведемо результати
експерименту з вiдгуку зразка пiсковику на короткi схiдцеподiб-
нi iмпульси навантажування [175]. Змiна деформацiї не миттєво
реагує на змiну навантажування, що свiдчить про певнi внутрi-
шнi релаксацiйнi процеси. Релаксацiйна природа явища вiдгу-
ку деформацiї на навантажування може бути також виявлена
на кривих напруження–деформацiя, вимiряних навiть у бiльш
стандартних режимах для найрiзноманiтнiших пiсковикiв [129],
особливо для пiсковику Меуле (Meule). Зокрема, звернемо ува-
гу на те, що пiсля того, як навантажування стає сталим, зразок
продовжує деформуватися ще впродовж деякого часу. Виходячи
з цього, опишемо релаксацiйнi особливостi пiсковику в альтер-
нативних термiнах феноменологiчного релаксацiйного механiзму
стандартного твердого тiла, що виникає як нелiнiйне узагальнен-
ня добре обґрунтованої релаксацiйної моделi в межах стандарт-
ного лiнiйного твердого тiла.

Аналiзуючи експериментальнi залежностi iз статтi [129] (зо-
крема, рис. 1), звернемо увагу на те, що протилежнi сторони
кожної петлi не повнiстю збiгаються навiть за безмежно повiль-
ного навантажування, тобто петлi виникають незалежно вiд
швидкостi навантажування. Це вказує на те, що крiм релакса-
цiйних процесiв iснують ще й iншi незворотнi внутрiшнi про-
цеси, що зумовлюють утворення гiстерезисної петлi. Допускає-
мо, що модельному механiзму, який вiдповiдальний за вказаний
ефект, потрiбно приписати певний вид тертя. Тому, зосередив-
шись на механiзмi, який надалi цитуватимемо як пружний ме-
ханiзм з прилипанням (див. с. 133), опишемо окремi напружено-
деформацiйнi властивостi пiсковику, якi не пiдпорядковуються
релаксацiйному механiзму.

Нарештi, цiлiсна концепцiя поведiнки пiсковику була б не-
повною без третього механiзму — механiзму перманентної пла-
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стичної деформацiї (див. стор. 133). Цей механiзм потрiбний для
пояснення експериментальних даних, якi вказують, що неконди-
цiйованому та кондицiйованому станам вiдповiдають рiзнi експе-
риментальнi кривi.

6.2 Механiзми квазiстатичного
навантажування

Розглянемо одновiсне квазiстатичне навантажування зразка
гiрської породи. У цьому випадку рiвняння руху для бiльшої ча-
стини зразка може бути написано через одну просторову коор-
динату

ρü = ∂σ/∂x. (6.2.1)

Для квазiстатичних навантажувань можна вважати, що лiва ча-
стина рiвняння дорiвнює нулю. Як завжди, це наближення дiйс-
не, якщо час поширення хвилi τL = L/c (де L — довжина зразка,
c — швидкiсть звуку) набагато менший за час навантажування
τσ = σ/σ̇, тобто, τL ≪ τσ. Тут напруження σ пов’язане з дефор-
мацiєю ε ≡ ∂u/∂x як через пружний, так i непружний механiзм.
У такому наближеннi напруження є однорiдним по довжинi зраз-
ка i дорiвнює з точнiстю до знака абсолютнiй величинi зовнiш-
нього навантажування, яке вiдiграє роль зовнiшнього параметра
керування. Саме з цiєї причини приймаємо, що напруження σ i
деформацiї ε мають додатнi значення, як це часто вважають в
експериментах з квазiстатичного навантажування.

Фактично для iнтерпретацiї квазiстатичних експериментiв до-
статньо проаналiзувати зв’язок мiж напруженням i деформацi-
єю. Ретельно виконанi експерименти [115, 129, 141, 142] забезпе-
чують добре пiдґрунтя для розумiння головних пружних та не-
пружних механiзмiв, важливою властивiстю яких є нелiнiйнiсть.
Вдається формалiзувати модельнi уявлення i перевiрити досто-
вiрнiсть початкових теоретичних положень, зiставивши одержа-
нi теоретичнi результати з експериментальними. Цiлiсну карти-
ну динамiчної поведiнки гiрських порiд вдається описати трьо-
ма механiзмами, якi моделюють внутрiшнi процеси в зразках за
квазiстатичного навантажування.
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6.2.1 Релаксацiйний механiзм стандартного
твердого тiла

Вважаємо, що перша частина εr загальної деформацiї ε по-
в’язана з релаксацiйним механiзмом, що зумовлений внутрiшнi-
ми обмiнними процесами. Саме верхнiй iндекс r вказує на внесок
εr зазначеного механiзму в загальну деформацiю ε.

Аналiз експериментальних графiкiв (рис. 6.1) показав, що де-
формацiя ε може залежати вiд часу t не лише опосередковано
через напруженiсть σ(t), а й явно, тобто ε = ε(σ(t), t). Явна за-
лежнiсть ε вiд часу зумовлена нерiвноважним станом середови-
ща. Дiйсно, у такому станi ε змiнюється з часом t навiть при
σ = const. Таким чином, деформацiя може набувати рiзних зна-
чень за одної i тої самої величини навантажування. Однак наше
головне припущення, яке буде пiдтверджено, полягає в тому, що
деформацiя також чутлива до змiни навантажування, а точнi-
ше — до похiдної навантажування вiд часу σ̇.

Найзагальнiша лiнiйна теорiя, яка враховує усi зазначенi ви-
ще ефекти (тобто залежнiсть деформацiї вiд часу як явну, так
i опосередковану через напруженiсть σ та похiдну напруженостi
вiд часу σ̇), може бути отримана з добре вiдомої феноменологiч-
ної моделi стандартного лiнiйного твердого тiла [229]

τ ε̇r + εr =
σ

Me
+
σ̇τ

Mf
. (6.2.2)

Спiввiдношення (6.2.2) характеризується трьома параметрами,
якi часто трактують як час релаксацiї τ i два пружнi модулi —
рiвноважнийMe та замороженийMf . Обмежившись квазiстатич-
ними навантажуваннями, вважаємо τL ≪ τ .

Щодо можливого фiзичного обґрунтування моделi стандарт-
ного лiнiйного твердого тiла часто звертаються до уявлень про
прихований внутрiшнiй релаксацiйний процес [76,81]. У пiдрозд.
1.1 розглянуто феноменологiчний формалiзм, що приводить до
динамiчного рiвняння стану, якщо враховувати внутрiшню ре-
лаксацiю. Такi пiдходи, як зазначено вище, є перспективними з
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огляду на можливiсть розвивати релаксацiйнi моделi, не конкре-
тизуючи внутрiшнi процеси. Здебiльшого релаксацiйнi моделi за-
стосовують для опису динамiчних процесiв. На вiдмiну вiд цього
ми використали релаксацiйний пiдхiд i для опису квазiстатично-
го навантажування.

Одним з важливих результатiв цiєї теорiї є те, що вiдгук на
гармонiчне збурення σ = σa cos(ωt+φ) для великих часiв (тобто
при t/τ ≫ 1) може мати два принципово рiзнi режими: рiвно-
важний εr = σ/Me для низьких частот ωτ ≪ 1 та заморожений
εr = σ/Mf для високих частот ωτ ≫ 1.

На жаль, iнший засадничий результат, що описує вiдгук за ве-
ликих часiв (тобто t/τ ≫ 1) для навантажувань зi сталою швид-
кiстю σ̇ = σ/t = σ0/t0 = const:

εr =
σ0
Me

t

t0
− σ0

Mf −Me

MfMe

τ

t0
, (6.2.3)

зазвичай подають без другого члена справа, нехтування яким
призводить до втрати важливої iнформацiї. Виявляється, що ма-
лий (другий) член справа вiдiграє критичну роль для розумiн-
ня експериментальних даних iз квазiстатичного навантажуван-
ня. Внески двох членiв у рiвняннi (6.2.3) рiзнi за своєю природою.
Перший член мiстить рiвноважний модуль Me i може бути ви-
значений за безмежно повiльного навантажування. Другий член
вiдповiдає за регулярний пружний зсув, який пропорцiйний рiз-
ницi Mf − Me, часу релаксацiї τ i швидкостi навантажування
σ̇ = σ0/t0. Навпаки, на початку навантажування (t/τ ≪ 1) мит-
тєвий вiдгук на ту саму величину навантажування σ = (σ0/t0)t
має тiльки пружний внесок σ/Mf i характеризується замороже-
ним пружним модулем Mf :

εr =
σ0
Mf

t

t0
. (6.2.4)

Щоб краще зрозумiти наведенi вище особливостi впливу вну-
трiшнiх релаксацiйних процесiв на макропараметри за квазiста-
тичного навантажування, розглянемо розрахунковi залежностi
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деформацiї вiд напруження (рис. 6.2). За навантажування зi ста-
лою швидкiстю σ̇ = const (рис. 6.2, а) кривi асимптотично пря-
мують до прямих, паралельних рiвноважнiй прямiй (штрихпунк-
тирна лiнiя). Причому зсув асимптотики ∆ вiдносно рiвноважної
лiнiї пропорцiйний швидкостi навантажування σ̇ i часу релакса-
цiї τ , тобто ∆ ∼ τ σ̇. Початкова умова стає неiстотною через де-
який час ∆t, бiльший за час релаксацiї ∆t > τ . Дiйсно, вихiд на
асимптотику вiдбувається за час τ (рис. 6.2, а). Гiстерезисна пе-
тля з’являється для часового iнтервалу розвантажування ∆tAB,
значно бiльшого за час релаксацiї τ (рис. 6.2, б ). У цьому випад-
ку петля замикається через точку повернення A. Проте якщо
час розвантажування не перевищує час релаксацiї (∆tCD < τ ,
∆tEF < τ), то петлi або не утворюються взагалi, або замикають-
ся вище точки повернення C (рис. 6.2, в). Згаданi особливостi
залежностi деформацiї вiд напруження прояснюють вплив вну-
трiшнього релаксацiйного процесу на макропараметри, а також
вказують на можливiсть застосування аналогiчного пiдходу до
моделювання експериментальних результатiв.

Подiбно до моделi стандартного лiнiйного твердого тiла, го-
ловна особливiсть нашого пiдходу полягає в принциповiй можли-
востi стежити як за зовнiшнiм навантажуванням σ, так i за його
часовою похiдною σ̇. Скориставшись основними iдеями, якi за-
кладенi в моделi стандартного лiнiйного твердого тiла, ми роз-
робили загальну теорiю, що додатково допускає опис ефектiв не-
лiнiйної пружностi [197]. У результатi запропоновано динамiчне
рiвняння стану

τ
d

dt

[
εr − εrf (σ)

]
+ εr − εre(σ) = 0, (6.2.5)

яке задає спiввiдношення мiж деформацiєю εr, напруженням σ
та їх першими похiдними ε̇r, σ̇ i враховує нелiнiйностi через сут-
тєво нелiнiйнi функцiйнi залежностi деформацiй вiд напруження
як для термодинамiчного рiвноважного стану εre(σ) за безмежно
повiльного навантажування, так i для замороженого псевдорiв-
новажного стану εrf (σ) за безмежно швидкого навантажування.
Час повiльного та швидкого процесiв визначають у порiвняннi з
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типовим часом релаксацiї прихованого внутрiшнього процесу τ .
Формально залежнiсть εre = εre(σ) можна трактувати як рiвня-
ння стану в граничному випадку миттєвої релаксацiї τ → 0, а
залежнiсть εrf = εrf (σ) — як рiвняння стану у випадку вiдсут-
ностi релаксацiї τ → ∞.

Звернемо увагу на те, що подiбно до лiнiйної теорiї, немає по-
треби конкретизувати внутрiшнi обмiннi процеси для виведення
рiвняння (6.2.5). Так чи iнакше, але макроскопiчнi характери-
стики εre(σ), εrf (σ) i τ мають зрозумiлий фiзичний сенс. Тому

Рис. 6.2. Розрахунковi залежностi деформацiї вiд напруження для
моделi стандартного лiнiйного твердого тiла. Кривi : 1, 1 ′, 1 ′′ — рiвно-
важний стан, 2—4 — розрахунковi данi за рiзних навантажувань, 5 —
асимптотика, 6 — заморожений стан
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вид функцiйних залежностей εre(σ) та εrf (σ) вдається пiдiбрати з
аналiзу вiдомих експериментальних результатiв.

Модель, яку визначено динамiчним рiвнянням стану (6.2.5),
називаємо моделлю релаксацiйного механiзму стандартного твер-
дого тiла. Така назва передусiм вiдображує характерний зв’язок
двох рiзних нелiнiйних пружних рiвнянь стану, що подiбний до
зв’язку двох лiнiйних рiвнянь стану в теорiї лiнiйного твердого
тiла (6.2.2) [229]. Рiвняння рiвноважного стану εre(σ) визначимо
звичайною формулою

εre(σ) = (Ee(σ))
−1σ, (6.2.6)

причому залежнiсть модуля ЮнгаEe(σ) запишемо через емпiрич-
не спiввiдношення для апроксимацiї низки експериментальних
даних (див. статтю [153] i зробленi там посилання)

Ee(σ) = E+
e + (E−

e − E+
e ) exp(−Dσ). (6.2.7)

Сталi E−
e , E+

e , D виберемо з числового експерименту поблизу
значень, наведених у статтi [153]. Для визначеностi задамо функ-
цiйну залежнiсть для замороженого стану таким наближенням:

εrf (σ) = aεre(σ), (6.2.8)

де множник a — стала величина (0 < a < 1). Наприклад, у лiнiй-
нiй теорiї спiввiдношення (6.2.8) точно пiдтверджується тим, що
вiдношення рiвноважної швидкостi звуку до замороженої швид-
костi звуку не залежить вiд тиску.

Вибравши деяку конкретну залежнiсть навантажування вiд
часу σ = σ(t) (тобто протокол навантажування), можна розв’я-
зати рiвняння (6.2.5)–(6.2.8). Як правило, використовуватимемо
початковi умови у виглядi εr(t = 0) = εre(σ(t = 0)).

З того часу як величину εf (σ) визначено через спiввiдно-
шення (6.2.8), динамiчне рiвняння стану (6.2.5) можна вважати
заданим, якщо вiдомо рiвняння рiвноважного стану пiсковику
εe = εe(σ) i характерний час релаксацiї τ . Релаксацiйний меха-
нiзм, властивий внутрiшнiм обмiнним процесам, проiлюстровано
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на рис. 6.3. Протоколи навантажування якiсно вiдповiдають про-
токолам навантажування iз роботи Дж. Боiтнотта (див. рис. 1 у
статтi [141]), а також з роботи Л.Б. Гiльберта i спiвавт. (див.
рис. 2 у статтi [141]). Сталi для рiвнянь стану (6.2.5)–(6.2.8) для
обох випадкiв приймаємо однаковими. Найкращого наближення
з експериментами досягнуто для часу релаксацiї τ = 18 с, тодi
як iншi сталi мали такi значення: E−

e = 1, 5 ГПа; E+
e = 32 ГПа;

D = 0, 05 MПa−1; a = 0, 7.

Рис. 6.3. Моделювання експерименту Дж. Боiтнотта [115] (а) i
Л.Б. Гiльберта зi спiвавт. [142] (б ). Теоретичну криву для неконди-
цiйованого стану на рисунку б не показано, оскiльки на експеримен-
тальних кривих з рис. 6.1, б немає її вiдповiдника

Порiвняння рис. 6.3, а i 6.1, а показало, що моделювання екс-
перименту Дж. Боiтнотта [115] приводить майже до iдеального
результату. Теоретичнi кривi в цьому випадку не тiльки якiсно
вiдтворюють експериментальнi кривi, а й значною мiрою збiга-
ються з ними кiлькiсно. На вiдмiну вiд поданих вище результа-
тiв, експерименти Л.Б. Гiльберта i спiвавт. [142] не можуть бути
описанi винятково релаксацiйним механiзмом (див. рис. 6.1, б
i рис. 6.3, б ), оскiльки не вдається замкнути малi петлi через
точку повернення для будь-яких варiацiй сталих величин у рiв-
няннi стану (6.2.5). З урахуванням рис. 6.2 знаходимо вiдповiдь
на запитання, чому релаксацiйним механiзмом не вдається по-
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яснити замкненiсть малих петель через точку повернення. Дiй-
сно, щоб мала петля була замкнена через точку повернення, в
розрахунках потрiбно зменшувати час релаксацiї τ щодо сталої
швидкостi навантажування (див. рис. 6.2, в). Водночас зменшен-
ня τ зумовлює виродження великої петлi у лiнiю (див. рис. 6.2,
а, б ). Отже, релаксацiйного механiзму недостатньо, щоб вiдтво-
рити ефект пам’ятi про кiнцеву точку.

6.2.2 Пружний механiзм з прилипанням

Важливою особливiстю в траєкторiях напруження—деформа-
цiя є ефект пам’ятi про кiнцеву точку. Для пояснення цього ефе-
кту детально розглянемо експериментальнi залежностi деформа-
цiї вiд напруження для пiсковику Меуле (Meule) iз статтi [129].
Найважливiшi деталi цiєї залежностi якiсно зображено на рис.
6.4. Точки A′, B′, C ′, D′, E′, F ′ вiдповiдають точкам з протоколу
навантажування A, B, C, D, E, F . В iнтервалах часу AB, CD та
EF навантажування є сталою величиною. В межах лише рела-
ксацiйного механiзму неможливо пояснити той факт, що точки
A′, C ′, E′ не збiгаються з вiдповiдними точками B′, D′, F ′. Дiй-
сно, за наявностi тiльки релаксацiї точки D′ i F ′ i навiть точка
B′ мають збiгатися iз точками А, С, Е. Отже, доходимо виснов-
ку, що для подолання вказаної проблеми та розумiння поведiнки
експериментальних кривих потрiбно включати до розгляду де-
який додатковий механiзм.

Головними особливостями додаткового механiзму (названо-
го пружним механiзмом з прилипанням), з одного боку, має бу-
ти його здатнiсть описувати гiстерезис траєкторiї напруження—
деформацiя, з iншого — на вiдмiну вiд релаксацiйного цей меха-
нiзм не повинен залежати вiд швидкостi навантажування. Прото-
тип до пружного механiзму з прилипанням показано на рис. 6.4
(див. протокол навантажування). Система складається iз корка i
пробiрки. Кiлькiсть газу в пробiрцi фiксована, а його тиск p утво-
рює пружну зворотну силу. Важливою особливiстю є наявнiсть
порогового тертя мiж корком i стiнками пробiрки. Вважаємо,
що порогове тертя не залежить вiд швидкостi корка. Таке тер-
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Рис. 6.4. Особливостi траєкторiї напруження—деформацiя для пiско-
вику Меуле (Meule) [129]

тя може виникати в термодинамiчнiй системi, коли внутрiшнiй
рiвноважний процес є повiльним порiвняно з характерним часом
навантажування.

У термiнах пристрою корок—пробiрка (рис. 6.5) корок почи-
нає рухатися, якщо зовнiшнiй тиск p перевищує внутрiшнiй pi
(або навпаки pi перевищує p) на величину порогового тертя. З
огляду на невагомiсть корка, його зсув χ по пробiрцi з плином ча-

Рис. 6.5. Прототип пружного механiзму з прилипанням
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су пiдпорядкований диференцiйному рiвнянню першого порядку

dχ

dt
= θ(ṗ)θ(χ−(p)−χ)

dχ−(p)

dp
ṗ+ θ(−ṗ)θ(χ+(p)−χ)

dχ+(p)

dp
ṗ,

(6.2.9)

в якому функцiї

χ−(p) ≡ χm(p− pi), χ+(p) ≡ χm(p+ pi) (6.2.10)

визначають виразом

χm(p) = l0 −
p0l0
p
. (6.2.11)

Тут θ — функцiя Хевiсайда; p0l0 — константа, яка характери-
зує кiлькiсть газу в робочому об’ємi цилiндра; l0 — довжина, що
фiксує початкову точку корка у трубцi. Тому l0 − χ задає поло-
ження корка вiдносно внутрiшнього боку торця пробiрки.

Деякi аспекти пружного механiзму з прилипанням представ-
лено на рис. 6.6. Рiвняння (6.2.9) чисельно проiнтегровано за по-
чаткових умов χ(t = 0) = 0 за протоколом навантажування. За-
значимо важливу особливiсть пружного механiзму з прилипан-
ням — створення смуги неперервних стацiонарних станiв мiж
кривими χ = χ−(p) i χ = χ+(p). Тiльки за дуже маленького поро-
гового тиску pi → +0 цi кривi збiгаються i задають рiвноважну
криву χ = χm(p). Виявляється, що середня крива дiлить нав-
пiл смугу i її можна вважати рiвноважною кривою процесу у
граничному випадку pi → +0. Iнша важлива особливiсть цьо-
го механiзму — наявнiсть пружної складової, що проявляється
через нахил смуги χ−(p) < χ < χ+(p) до осi p.

Взявши до уваги головнi особливостi пружного механiзму з
прилипанням (див. рiвняння (6.2.9), (6.2.10)), постулюємо визна-
чальне спiввiдношення мiж напруженням i деформацiєю для пi-
сковику у виглядi

dεs

dt
= θ(σ̇)θ(ε−(σ)−εs)

dε−
dσ

σ̇+θ(−σ̇)θ(εs−ε+(σ))
dε+
dσ

σ̇. (6.2.12)
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Рис. 6.6. Змiщення корка залежно вiд зовнiшнього тиску. Штрих-
пунктирною лiнiєю позначено криву граничного рiвноважного стану
χ = χm(p)

Тут парцiальна деформацiя εs пов’язана з внеском пружного ме-
ханiзму з прилипанням у повне напруження ε, тодi як функцiї
ε−(σ) та ε+(σ) визначено через рiвноважний стан εm(σ) i два
додатнi пороговi напруження σ+ та σ− таким чином:

ε−(σ) ≡ εsm(σ − σ−), ε+(σ) ≡ εsm(σ + σ+). (6.2.13)

Зауважимо, що жодних обмежень на вiдповiдальнi за тертя по-
роговi значення σ− i σ+ не накладено. В принципi, вони навiть
можуть бути функцiями напруження σ.

Для функцiї εsm(σ) припускаємо, що

εsm(σ) = εre(σ). (6.2.14)

Згiдно з термодинамiчними принципами, рiвняння (6.2.14) ви-
магає, щоб кiнцеве положення дiйсного рiвноважного стану було
незалежним вiд внутрiшнiх процесiв, що ведуть до цiєї рiвноваги.
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Оскiльки для пружного механiзму з прилипанням викори-
стано менше регульованих параметрiв (сталих), анiж у моде-
лi Прейсаха—Маєргойза, скористаємося запропонованим меха-
нiзмом (6.2.12), щоб описати квазiстатичнi навантажування у
гiрських породах. До того ж, розглянувши можливi фiзичнi iн-
терпретацiї пружного механiзму з прилипанням, зазначимо, що
вiн видається придатним для опису найважливiших закономiр-
ностей явища розкриття—закриття мiкротрiщин.

Нижче показано, що належна комбiнацiя релаксацiйного ме-
ханiзму стандартного твердого тiла та пружного механiзму з
прилипанням дає змогу моделювати на кондицiйованiй кривiй як
релаксацiйнi властивостi за фiксованого напруження (див. рис.
6.4), так i ефект пам’ятi про кiнцеву точку. Проте, щоб включити
некондицiйовану частину кривих, необхiдно додатково залучити
механiзм, завдяки якому враховуватимемо пластичну деформа-
цiю.

6.2.3 Механiзм перманентної пластичної
деформацiї

Механiзм перманентної пластичної деформацiї можна роз-
глядати в межах релаксацiйного механiзму стандартного твер-
дого тiла за умови залучення додаткового набору параметрiв
релаксацiї. У зв’язку з тим що механiзм перманентної пластич-
ної деформацiї є вiдповiдальним за рiзницю мiж некондицiйо-
ваним i кондицiйованим станами, вважаємо за краще видiлити
його окремо.

Зваживши на iнтуїтивно зрозумiлi особливостi перманентної
пластичної деформацiї, постулюємо, що пiд дiєю навантаження,
тобто при σ̇ > 0, зразок має пiдпорядковуватися механiзму пер-
манентної пластичної деформацiї εp, додаючи внесок до загаль-
ної деформацiї ε, вiдповiдно до лiнiйного закону Гука εp = σ/Ep

(вважаємо, що модуль Юнга Ep не залежить вiд напруження).
Разом з тим указаний механiзм має одночасно описувати незво-
ротнi внутрiшнi деформацiї. Тому якщо зовнiшнє навантаження
зменшується (σ̇ < 0), то пластична складова εp має залишати-
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ся сталою. Формалiзувавши указанi твердження, рiвняння стану
для механiзму перманентної пластичної деформацiї запишемо у
виглядi

dεp

dt
= θ(σ̇)θ(σ/Ep − εp)σ̇/Ep. (6.2.15)

Згiдно з цим механiзмом, з досягненням пiкового навантажу-
вання можливий запас пластичної деформацiї у гiрськiй поро-
дi вичерпується. Вiд цього моменту для напружень, менших за
попередньо досягнуте максимальне напруження, механiзм пер-
манентної пластичної деформацiї не проявляється у наступних
циклах навантажування. Завдяки функцiї Хевiсайда у спiввiд-
ношеннi (6.2.15) механiзм перманентної пластичної деформацiї
враховуємо тiльки при першому стисканнi. Надалi для кондицi-
йованих кривих цей механiзм не робить внесок у деформацiю.

Роздiлення на пружний механiзм з прилипанням i механiзм
перманентної пластичної деформацiї пiдтвердимо фiзичною iн-
терпретацiєю. Дiйсно, в експериментальних результатах [115,129,
141,142] кожен прирiст напруження (починаючи з нульового на-
вантажування), який є вищим вiд попереднього найвищого на-
вантажування, приводить до незворотних змiн у гiрськiй породi
в силу ущiльнення та зменшення шорсткостi поверхонь ковзан-
ня. Цi незворотнi змiни враховуємо через механiзм перманент-
ної пластичної деформацiї. Для циклiчних навантажувань, мен-
ших за максимально досягнутi до цього часу навантажування,
застосовано пружний механiзм з прилипанням. Хоча у пiдхо-
дi Прейсаха—Маєргойза покрито всю область напруження, все
ж iснує незаперечна перевага у запропонованому нами пiдходi,
оскiльки руйнiвнi напруження вiддiлено вiд режимiв, в яких ци-
клiчнi напруження пов’язанi iз зворотними змiнами в гiрських
породах.

Цiкаво зазначити таке: в експериментальних дослiдженнях
I.В. Бєлiнський i спiвавт. [51] спостерiгали виключно перманен-
тну пластичну деформацiю пiд час зiткнення сталевих куль у
ланцюжку iз свинцевими прошарками мiж ними.
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6.3 Моделювання залежностi напруження
вiд деформацiї

Фiзичне походження механiзмiв внутрiшнiх обмiнних проце-
сiв у пiсковику дослiджено недостатньо, тому нижче використа-
но феноменологiчний пiдхiд, в якому внутрiшнi процеси не кон-
кретизовано. Пiд час комп’ютерного моделювання вiдомих екс-
периментальних результатiв були застосованi механiзми з мiнi-
мальною кiлькiстю феноменологiчних параметрiв. Проте якщо
описувати точнiшi експерименти, запропоновану модель можна
удосконалити, розширивши кiлькiсть релаксацiйних процесiв i
пружних механiзмiв з прилипанням.

З огляду на всi три механiзми (релаксацiйний стандартного
твердого тiла, пружний з прилипанням, перманентної пластич-
ної деформацiї), у дослiдження залучили мiнiмальну кiлькiсть
процесiв, тобто лише по одному процесу для кожного механiзму.
Для вiдомого навантажування, вiдповiдно до протоколу наван-
тажування, рiвняння (6.2.5), (6.2.12) i (6.2.15) можна чисельно
проiнтегрувати з початковими умовами εr(t = 0) = εs(t = 0) =
= εp(t = 0) = 0 та знайти сумарну деформацiю ε у виглядi лiнiй-
ної комбiнацiї часткових деформацiй:

ε = b(εr + εp) + (1− b)(εs + εp). (6.3.1)

Тут b — стала (0 < b < 1). Ясно, що при b = 1 маємо тiльки
релаксацiйний механiзм i механiзм перманентної пластичної де-
формацiї, тодi як при b = 0 зберiгаємо лише пружний механiзм
з прилипанням i механiзм перманентної пластичної деформацiї.
Вибравши спiввiдношення (6.3.1) у виглядi лiнiйної комбiнацiї та
врахувавши означення (6.2.14), вдається пiдiбрати єдиний пара-
метр b, щоб отримати такi фiзичнi умови, за яких дiйсний рiвно-
важний стан не залежав би вiд будь-якого внутрiшнього релак-
сацiйного процесу.

Якщо навантаження зафiксувати в деякий момент часу, то
релаксацiйний механiзм буде перемiщувати всю систему у но-
вий рiвноважний стан за характерний час релаксацiї. Завдяки
пружному механiзму з прилипанням спiльно з механiзмом пер-
манентної пластичної деформацiї можна реалiзувати декiлька
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Рис. 6.7. Розрахунковi залежностi напруження—деформацiя при
квазiстатичних навантажуваннях для пiсковику Береа: а — крива вiд-
повiдає моделюванню експерименту iз публiкацiї [115], б — [141, 142],
в — [129]

рiвноважних станiв при одному i тому самому напруженнi. Не-
однозначнiсть залежностi рiвноважного стану вiд напруження
розглянуто у статтi [137].

Найкраще наближення розрахункових результатiв до всiх
трьох груп експериментiв для пiсковику Береа [115,129,141,142]
(рис. 6.7) отримано з параметрами, наведеними нижче.

Використанi параметри

τ , с E−
e , ГПа E+

e , ГПа D, МПа−1 σ−, МПа σ+, МПа Ep, ГПа a b

3 5 23 0,03 4 4 70 0,2 0,8
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Звернемо увагу на те, що на вiдмiну вiд параметрiв, якi було
знайдено пiд час аналiзування лише релаксацiйного механiзму
(див. пiдрозд. 6.2), наведенi вище параметри встановлено iз за-
лученням усiх трьох механiзмiв.

Порiвнявши розрахунковi кривi (рис. 6.7) з експерименталь-
ними даними (див. рис. 6.1), спостерiгаємо задовiльний збiг цих
результатiв як якiсно, так i кiлькiсно. Насамперед вiдтворено ма-
ленькi петлi на кривiй б (рис. 6.7), якi закритi у точцi загострен-
ня. На жаль, на експериментальних кривих для пiсковику Бе-
реа важко показати особливостi, визначенi для пiсковику Меуле
(рис. 8-1 у статтi [129]), тобто тi особливостi, що є результатом
лише релаксацiйного процесу за сталого навантаження (див. рис.
6.4). Ця труднiсть зумовлена малим характерним часом релакса-
цiї для пiсковику Береа порiвняно з часом повного процесу для
експериментального протоколу навантажування. Саме тому осо-
бливостi для пiсковику Береа, що пов’язанi з релаксацiєю, просто
не проявляються на теоретичних кривих, що моделюють експе-
римент Т. Дарлiнга та iн. [129]. Однак релаксацiйний механiзм не
можна цiлком виключити, тому що вiн вiдiграє важливу роль пiд
час опису ефекту пам’ятi про кiнцеву точку. Зазначена особли-
вiсть проявляється в маленьких петлях на теоретичнiй кривiй б
рис. 6.7, яка вiдтворює експеримент Л.Б. Гiлберта та iн. З одного
боку, малий, але скiнченний час релаксацiї дає змогу замкнути
малi петлi через точки загострення (крива в, рис. 6.7), з iншого —
релаксацiя забезпечує можливiсть моделювання малих петель.

6.4 Втрати енергiї за циклiчних
навантажувань

Вивчення властивостей пiсковику пiд дiєю механiчних наван-
тажень передусiм спрямоване на побудову рiвнянь стану. Розумi-
ння внутрiшнiх процесiв, що вiдбуваються пiд час навантажува-
ння, розкриває можливостi для фiзичного та математичного мо-
делювання. На сьогоднi неможливо дослiдити в деталях перебiг
усiх складних внутрiшнiх процесiв, що ускладнює побудову мо-
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Рис. 6.8. Крива напруження—деформацiя для пiсковику Береа [123]

делей. Однак важливим є не власне перебiг внутрiшнiх процесiв,
а їх вплив на зв’язок мiж макропараметрами. Для механiчних
навантажувань — це зв’язок мiж напруженням i деформацiєю,
тобто рiвняння стану.

У пiдрозд. 6.3 за допомогою запропонованої моделi [23, 25,
223,224] вдалося описати низку вiдомих експериментiв [115,129,
138,139,141,142].

Використавши таку модель, можна описати якiсно i кiль-
кiсно траєкторiю напруження—деформацiя, а також вiдтворити
характернi експериментальнi закономiрностi.

Вже пiсля створення моделi динамiчної поведiнки гiрських
порiд з’явилися новi експериментальнi результати з механiчного
деформування пiсковику Береа [123,138]. Насамперед виявлено:

• стрибок мiж нахилами внутрiшньої та головної гiстерезис-
них петель у точцi A (так звана кiнцева точка, або точка заго-
стрення (рис. 6.8));

• залежнiсть площi головної гiстерезисної петлi вiд швидкостi
навантажування—розвантажування (рис. 6.9).

153



Роздiл 6. Рiвняння стану пiсковику за квазiстатичного навантажування

⋅
–

Рис. 6.9. Залежнiсть площi головної петлi вiд експериментально ви-
значеної швидкостi навантажування [123]

6.4.1 Нахил головної гiстерезисної петлi
i малих гiстерезисних петель

На рис. 6.8 у точцi A видно не плавний перехiд мiж внутрiш-
ньою i головною гiстерезисними петлями, а стрибок мiж нахила-
ми цих петель. Вiдмiннiсть у нахилах можна пояснити за допомо-
гою пружного механiзму з прилипанням спiльно з релаксацiйним
механiзмом [223] (див. пiдрозд. 6.2). Виключно для зручностi
вважатимемо, що рiвноважна крива є прямою лiнiєю, а рела-
ксацiйний механiзм вироджується у пружну деформацiю (час
релаксацiї τ → 0 або τ → ∞ у рiвняннi (6.2.5)). Зазначимо,
що за циклiчних навантажувань пiсля досягнення максималь-
ної напруженостi механiзм перманентної пластичної деформацiї
не дає внеску в залежнiсть деформацiї вiд напруження. Про-
аналiзуємо комбiнацiю пружного механiзму з прилипанням та
пружної деформацiї. Цей механiзм спiльно з пружним механiз-
мом має траєкторiю напруження—деформацiя, якiсно зображе-
ну на рис. 6.10. Легко зрозумiти, що кут α вiдповiдає куту, який
зафiксовано в експериментах [123]. До того ж за кутами β i γ
(рис. 6.10) можна знайти сталу b за формулою

b =
tg β

tg γ
(6.4.1)
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Рис. 6.10. Якiсна залежнiсть напруження—деформацiя для комбiнацiї
пружного механiзму з прилипанням та пружної деформацiї

у спiввiдношеннi (6.3.1) для того, щоб визначити баланс мiж
релаксацiйним механiзмом та пружним механiзмом з прилипан-
ням. Слiд зазначити, що величина b не залежить вiд порогового
напруження. Отже, стала b, яку в пiдрозд. 6.3 вибрано з най-
кращого збiгу експериментальних даних з результатами число-
вого моделювання, набуває iншого змiсту i може бути оцiнена
за стрибком нахилiв малої гiстерезисної та головної петель. Йде-
ться лише про оцiнку величини b, оскiльки в реальностi в експе-
риментi iснує ще й релаксацiя, яка ускладнює фiзичну картину,
що впливає на точнiсть визначення кутiв β i γ.

6.4.2 Енергетичнi втрати за циклiчних
навантажувань

Енергетичнi втрати, спричиненi внутрiшнiми процесами в пi-
сковику, оцiнюють за допомогою площi, яка обмежена гiстерезис-
ною кривою напруження—деформацiя. Тому залежнiсть площi
головної петлi вiд виду навантажування є важливою характери-
стикою.

Спочатку покажемо якiсно [23], чи iснує залежнiсть площi
гiстерезисної петлi вiд швидкостi навантажування у виглядi, спо-
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стережуваному в експериментi (див. рис. 6.9). Детально розгля-
немо релаксацiйний механiзм (див. пiдрозд. 6.2). З рис. 6.2, а
видно, що кривi напруження—деформацiя прямують до асимп-
тотик для рiзних швидкостей навантажування σ̇. За сталої вели-
чини σ̇ кривi виходять на асимптотики, паралельнi рiвноважнiй
кривiй, причому, чим бiльша швидкiсть навантажування, тим
далi лежить асимптотика вiд рiвноважної лiнiї.

Розглянемо циклiчнi навантажування з трикутноподiбною
формою протоколiв навантажування. Для кожного наступного
рисунка починаючи з рис. 6.11, а швидкiсть навантажування—
розвантажування σ̇ подвоюється. Видно, що зi зростанням швид-
костi навантажування площа гiстерезисної петлi спочатку збiль-
шується (рис. 6.11, а, б ), потiм виходить на максимум (рис. 6.11,
б, в) i при фiксованому σmax = const зменшується (рис. 6.11, в, г).

Збiльшення площi петлi пов’язуємо iз впливом релаксацiй-
них обмiнних процесiв, тодi як вихiд на сталу величину, а потiм

Рис. 6.11. Якiснi кривi напруження—деформацiя за циклiчних наван-
тажувань для рiзних σ̇ та σmax = const
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i зменшення площi гiстерезисної петлi є результатом обмеження
максимального значення напруження σmax. Цю величину, як i в
експериментах, вважаємо сталою. Таким чином, всупереч твер-
дженню [123], що за деяких швидкостей навантажування релак-
сацiйним механiзмом можна знехтувати, доходимо висновку, що
релаксацiя завжди є i робить внесок у площу гiстерезисної пе-
тлi, а зменшення площi петлi зумовлене обмеженням граничного
максимального навантаження, яке прикладали до зразка пiско-
вику в експериментi. Нашi якiснi пояснення пiдтвердженi ком-
п’ютерними розрахунками за ранiше запропонованою моделлю
динамiчної поведiнки пiсковику при квазiстатичному наванта-
жуваннi [223]. Модельнi параметри для пiсковику Береа наведе-
но вище (див. пiдрозд. 6.3).

На рис. 6.12 кривою 2 змодельовано експериментальнi ре-
зультати, якi подано на рис. 6.9. Зазначимо, що розрахунковi та
експериментальнi кривi не тiльки якiсно подiбнi, а також iз задо-
вiльною точнiстю збiгаються кiлькiсно. Звернемо увагу на те, що
всi розрахунковi параметри (властивостi) для пiсковику Береа не
були пiдiбранi пiд новий експеримент [123]. Отже, за допомогою
запропонованої нами моделi в статтях [223, 224] i в пiдрозд. 6.2
можна описати не тiльки експериментальнi результати, вiдомi

–1
⋅

Рис. 6.12. Залежнiсть площi гiстерезисних петель вiд швидкостi
навантажування σ̇. Розрахунковi кривi, максимальне навантаження
σmax: 1 — 14, 2 — 24, 3 — 37 МПа

157



Роздiл 6. Рiвняння стану пiсковику за квазiстатичного навантажування

до побудови моделi, а й новi експериментальнi данi [123], отри-
манi вже пiсля побудови моделi. Можливiсть моделювати новi
експерименти вказує на достовiрнiсть запропонованої моделi ди-
намiчної поведiнки пiсковику.

Аналiз експериментальних спостережень спонукав залучити
до запропонованої феноменологiчної моделi декiлька механiзмiв,
вiдповiдальних за внутрiшнi обмiннi процеси в пiсковику: рела-
ксацiйний механiзм стандартного твердого тiла, пружний меха-
нiзм з прилипанням i механiзм перманентної пластичної дефор-
мацiї. Щоб виправдати цi механiзми, використано пiдхiд, в яко-
му внутрiшнi процеси в зразку пiсковику визначенi опосередко-
вано, що значно спрощує математичний опис. Лише об’єднавши
належним чином усi три механiзми, вдалося досягти задовiльно-
го моделювання експериментальних результатiв. Крiм того, пер-
шi два механiзми (релаксацiйний механiзм стандартного твердо-
го тiла i пружний з прилипанням) вдалося обмежити до одного
модельного процесу, використавши мiнiмальну кiлькiсть феноме-
нологiчних параметрiв (дев’яти регульованих параметрiв). Цьо-
го виявилося достатньо для того, щоб вiдтворити надзвичайно
складнi траєкторiї напруження—деформацiї. Надалi, якщо ви-
никне потреба описати iншi, можливо детальнiшi експерименти,
модель можна узагальнити, додавши кiлька релаксацiйних часiв
у релаксацiйний механiзм стандартного твердого тiла, а також
порогових величин тертя в пружний механiзм з прилипанням.
Зазначимо, що поки нам не вiдомо, як можна узагальнити ме-
ханiзм перманентної пластичної деформацiї бiльш нiж на один
феноменологiчний параметр.

У результатi дослiдження з вивчення квазiстатичних наван-
тажувань пiсковику побудовано модель, що адекватно описує
головнi закономiрностi експериментальних результатiв Дж. Бо-
iтнотта [115, 141], Л.Б. Гiлберта та iн. [141, 142], Т. Дарлiнга та
iн. [129], а також К.Е. Клайта та iн. [123] не тiльки якiсно, а й
кiлькiсно. Побудовано рiвняння стану природних середовищ для
квазiстатичних навантажувань.
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Роздiл 7

Динамiка стрижня
пiсковику за резонансного
навантажування

З особливостями зернової та пористої внутрiшньої будови пi-
сковику пов’язанi його визначальнi нелiнiйнi механiчнi властиво-
стi, що виникають унаслiдок дiї квазiстатичного i знакозмiнно-
го динамiчного навантажування. Так, гiстерезиснi явища, вста-
новленi за спiввiдношенням мiж напруженням i деформацiєю на
зразках пiсковику пiд час навантажувально-розвантажувальних
циклiв [115, 123, 129, 141, 142], згодом були виявленi i у спiввiд-
ношеннi мiж амплiтудою прискорення та рушiйною частотою
на стрижнеподiбних зразках, що зазнали дiї зовнiшнього перiо-
дичного збурення з протяганням частоти через область резонан-
су [138,139,151,152,190–192]. За великих рiвнiв перiодичного збу-
рення резонансна частота коливань зразка незвично майже лi-
нiйно зменшується вiд амплiтуди деформацiї [190], а пiсля при-
пинення великого пiдготовчого збурення виникають довготермi-
новi релаксацiйнi явища, такi як майже логарифмiчне у часi вiд-
новлення (збiльшення) резонансної частоти [191,192].

Фрагментарне розумiння цих i деяких iнших експерименталь-
них результатiв [140,192] стимулювало розв’язувати всю пробле-
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му, зазвичай вiдому пiд назвою “повiльної динамiки”, систематич-
нiше i запропонувати для неї замкнуту форму теорiї [219–222,
225]. Ця теорiя ґрунтується на прозорiй, фiзично вмотивованiй
формалiзацiї єдиної пiсковикової стрижнеподiбної системи в тер-
мiнах двох зв’язаних нелiнiйних пiдсистем, одна з яких порушує
симетрiю вiдгуку всiєї системи на альтернативне зовнiшнє збу-
рення i дiє подiбно до м’якого храповика (клапана) або дiода з
незначним зворотним просочуванням [219, 220]. Ми специфiкує-
мо цi пiдсистеми як швидку та повiльну системи пошкоджених
мiжзернових та/або мiжпластинкових когезiйних зв’язкiв.

Нижче розглянуто детальну побудову моделi [219–222,225] та
її дiєздатнiсть стосовно пояснення численних експерименталь-
них спостережень (ефектiв), що проявляються пiд час вимуше-
них поздовжнiх коливань стрижнiв з пiсковику. Велике коло екс-
периментальних даних можна розумiти як прояв рiзноманiтних
граней одного i того самого внутрiшньо узгодженого механiзму.
Бiльше того, запропонована нами теорiя має також значну пе-
редбачувальну силу стосовно динамiчної реалiзацiї гiстерезису
з пам’яттю про кiнцеву точку [220, 222], що фiгурально нагадує
його добре вiдомий квазiстатичний прототип [125, 135] (див. та-
кож публiкацiї [139,149]). Теоретичнi прогнози пiдтвердженi екс-
периментами, проведеними Дж. ТенКейтом i Т. Шенкландом
[222] у Лос-Аламоськiй Нацiональнiй лабораторiї (LANL).

7.1 Огляд експериментальних результатiв

Американськi дослiдники Дж. ТенКейт (J. TenCate), Т. Шен-
кланд (T. Shankland), Е. Смiт (E. Smith), П. Гуєр (R.A. Guyer),
П. Джонсон (P.A. Johnson), А. Сутiн (A. Sutin) результати експе-
риментiв з резонансного навантажування гiрської породи навели
у публiкацiях [151,152,190–192]. Схему експерименту, за допомо-
гою якого були отриманi сiмейства резонансних кривих, показа-
но на рис. 7.1.

На одному торцi зразка пiсковику Береа завдовжки 30 см i
дiаметром 50 мм прикрiплено датчик тиску, що генерує перiо-
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Рис. 7.1. Схема експерименту з резонансного вiдгуку в пiсковику [190])

дичне навантажування. На iншому торцi розмiщено датчик при-
скорення, за допомогою якого фiксували амплiтудно-частотну
характеристику. Зразок резонував на частотi fr = 3920 Гц пiд
час низькоамплiтудного навантажування (при резонансi дефор-
мацiя становила величину порядку 10−8). На рис. 7.2 показано
експериментальнi резонанснi кривi для свiжого стрижня пiскови-
ку (тобто в некондицiйованому станi) та пiсля кiлькох протягань
частоти (тобто для стрижня в кондицiйованому станi). Дiапазон
частот 3800—4000 Гц. Крок за частотою i час мiж кроками до-
рiвнювали 2 Гц та 300 мс вiдповiдно. Загальний час протягання
частоти вiд 4000 до 3800 Гц i назад до 4000 Гц становив ≈ 2 хв,

⋅

–

Рис. 7.2. Резонанснi кривi для свiжого зразка пiсковику (а) i пiсля
кiлькох протягань частоти вгору вниз (б ) [190]
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тобто 200 точок на частотному вiдрiзку. Зi збiльшенням рушiй-
ного навантаження (амплiтуди рушiйної частоти) резонансна ча-
стота (рис. 7.2) змiщувалась у бiк низьких частот, наприклад
fr = 3850 Гц для деформацiї в резонансi порядку 10−5. Звертає
на себе увагу той факт, що за значних навантажень (деформацiї
понад 10−7 протягом частотного сканування) резонанснi кривi
рiзняться для протягання частоти зверху вниз (4000—3800 Гц) i
для протягання частоти знизу уверх (3800—4000 Гц).

Рiзницю в резонансних кривих для некондицiйованого та кон-
дицiйованого станiв показано на рис. 7.3. Перша резонансна кри-
ва, одержана на свiжому зразку (некондицiйований стан), вiдрiз-
няється вiд наступних кривих для протягання частоти знизу
уверх (рис. 7.3, а) i зверху вниз (рис. 7.3, б ). Початковi кривi
на рис. 7.3 позначено окремо. Для рис. 7.3, а початкова крива
лежить нижче, а для рис. 7.3, б — вище всiх наступних резо-
нансних кривих (кондицiйований стан). Пiсля досягнення мак-
симальної точки на резонанснiй кривiй як для рис. 7.3, а, так
i для рис. 7.3, б зразок переходить у кондицiйований стан, а
всi наступнi резонанснi кривi задовiльно повторюються, тобто
зразок “пам’ятає” значення максимальної амплiтуди резонансної
кривої у попереднiй час нагнiтання. Важливо, що незалежно вiд
протягання частоти знизу уверх чи зверху вниз максимального

Рис. 7.3. Резонанснi кривi: а — перше протягання частоти виконано
знизу вверх; б — те саме зверху вниз [190]
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Рис. 7.4. Змiна прискорення з часом для фiксованої частоти [190].
Протягання зупиняли на частотi 3825 Гц у напрямках уверх (а) i вниз
(б ) та на частотi 3900 Гц — у напрямках униз (в) та уверх (г)

значення (одного й того самого) деформацiя досягла за одної i
тої самої частоти, причому як для кондицiйованого, так i для
некондицiйованого стану.

Особливiстю експериментальних результатiв [190] є залеж-
нiсть амплiтудно-частотної характеристики вiд способу протя-
гання частоти (швидкостi протягання, фiксацiї частоти). Повто-
ривши протягання уверх—вниз кiлька разiв i зупинившись на фi-
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ксованiй частотi (3825 i 3900 Гц), спостерiгали за прискоренням
протягом ≈ 10 хв. Як показано на рис. 7.4, прискорення поступо-
во зменшувалося в експериментах, в яких зупинка частоти була
нижчою за резонансну частоту, тодi як визначене прискорення
поступово збiльшувалось, якщо зафiксована частота була бiль-
шою за резонансну. Цей експеримент показує, як зразок посту-
пово втрачає “пам’ять” про попереднi високi деформацiї. Пiсля
декiлькох хвилин значення прискорення асимптотично наближа-
ються до вiдповiдних однакових граничних рiвнiв (рис. 7.4).

Порiвняно з попереднiм експериментом, коли було зупинено
прогiн частоти (див. рис. 7.3), у наступному експериментi [190]
додатково було виключено нагнiтання на кiлька секунд. Вiдгук
для обох гiлок резонансної кривої показано на рис. 7.5. В обох
випадках спочатку зразок приводили у кондицiйований стан на-
гнiтанням на резонанснiй частотi 3850 Гц протягом ≈ 2 хв. По-
тiм, протягуючи частоту вниз (рис. 7.5, а) або уверх (рис. 7.5,
б ) вiд резонансної, нагнiтання вимикали на 30 c на частотi 3825
або 3900 Гц вiдповiдно. Результати чiтко показують розриви на
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Рис. 7.5. Резонанснi кривi [190]: а — нижче резонансної частоти на-
гнiтання зупинено на 30 с на частотi 3825 Гц; б — вище резонансної
частоти нагнiтання зупинено на 30 с на частотi 3900 Гц
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резонансних кривих. Для частоти, яка нижча вiд резонансної
частоти, стрибок вiдбувся вниз, а для частоти, бiльшої за резо-
нансну — вверх. Порiвняння результатiв (див. рис. 7.4 i 7.5) [190]
показало, що зразок втрачає “пам’ять” про iнтенсивне нагнiтан-
ня швидше (за кiлька секунд замiсть кiлькох хвилин), якщо його
повнiстю вимкнули. У статтi [190] зазначено, що якiсно стрибки
на резонансних кривих (рис. 7.5) можна пояснити нелiнiйною
залежнiстю модуля Юнга E вiд амплiтуди деформацiї. Пiсля iн-
тенсивного навантажування резонансна крива пiсковику зсува-
ється вниз за частотою, тобто модуль E зменшується. Якщо те-
пер рушiй вимкнути, то резонансна крива набуває зсуву назад,
тобто модуль E зростає. Це означає, що пам’ять про високi де-
формацiї поступово зникає. Експерименти засвiдчують (рис. 7.4,
7.5), що гiрським породам властивi явища релаксацiйної при-
роди пiд час динамiчного навантажування. Iншими словами, за
фiксованої частоти та величини рушiйного навантаження резо-
нанснi кривi залежать вiд часу не лише опосередковано через
навантажування (величини навантаження та швидкостi протя-
гання частоти), а й явно.

На рис. 7.6 наведено експериментальнi результати, пов’яза-
нi з ефектом повiльної динамiки [138, 151, 188, 191, 192]. Якщо
спочатку довести зразок до кондицiйованого стану, приклавши
значне резонансне навантаження, а потiм рiзко скинути амплi-
туду навантаження до набагато нижчого рiвня та вiдслiдкувати
поведiнку резонансних кривих за доволi низьких амплiтуд, то
початковi умови поступово вiдтворюються приблизно за 1 год
(рис. 7.6, а). Звертає на себе увагу той факт, що залежнiсть зсу-
ву (повернення до початкового стану) резонансної частоти вiд
часу майже логарифмiчна [192] (рис. 7.6, б ).

Часову залежнiсть lg(t/t0) зазвичай пов’язують з наявнiстю
широкого спектра часових масштабiв, що характеризують роз-
глянуте явище [138,151]. У працi [138] наголошено, що необхiдно
обов’язково враховувати наявнiсть великої кiлькостi процесiв з
рiзними характерними часами, аби коректно пояснити експери-
мент. Принагiдно зазначимо, що саме таку особливiсть ми вра-
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Рис. 7.6. Ефект повiльної динамiки [191,192]: а — час вiдновлювання
початкових властивостей зразка порядку 1 год; б — залежнiсть зсу-
ву резонансних частот δf майже логарифмiчна вiд часу: крива 1 —
пiсковик Береа у вакуумi (для зручностi зображення величини зсуву
зменшено у 20 разiв), 2 — бетон суцiльний (зсув зменшено в 100 разiв);
3 — бетон з трiщинами (зсув зменшено в 100 разiв); 4 — вапняк Ла-
воукс (Lavoux); 5 — пiсковик Береа (Berea); 6 — пiсковик Фонтенбло
(Fontainebleau)

хували для побудови моделi динамiчної поведiнки гiрських по-
рiд [219–221,225] (див. також пiдрозд. 7.2).

Зазначимо, що в околi резонансної частоти пiсковику поздов-
жнє перiодичне навантажування приводить до сильних, по сутi
нетривiальних, нелiнiйних вiдгукiв.

• За високих рiвнiв навантаження ефективна ширина резо-
нансної кривої залежить вiд напрямку змiни частоти, тобто
вiд її збiльшення до вищих або зменшення до нижчих ча-
стот [190]. Виявляється, що цей ефект є типовим проявом
повiльної динамiки, а тому його можна трактувати як гi-
стерезис на обох гiлках (на низьких i високих частотах)
резонансної кривої.

• Пiк резонансу перемiщується в напрямку нижчих частот
майже лiнiйно iз зростанням амплiтуди рушiйного наван-
таження [138,139,152,190].
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• За сталої амплiтуди рушiйного навантаження резонансна
частота та максимальна деформацiя виходять на певнi уста-
ленi значення, що вже не залежать вiд напрямку протяган-
ня частоти знизу вверх чи зверху вниз як для кондицiйо-
ваного, так i для некондицiйованого стану [190].

• Форма резонансних кривих залежить вiд часу не лише опо-
середковано через рушiйне навантаження та швидкiсть про-
тягання частоти, а й явно, що є проявом релаксацiйної по-
ведiнки зразка в динамiчних процесах.

• Повiльна динамiка проявляється i в поступовому вiднов-
леннi (зростаннi) резонансної частоти до початкового зна-
чення пiсля того, як зразок пiсковику був приведений до
кондицiйованого стану iнтенсивним навантажуванням, по-
тiм рушiйну амплiтуду значно понизили. Залежнiсть зсуву
(повернення до початкового стану) резонансної частоти вiд
часу майже логарифмiчна: δf ∼ lg(t/t0) [191,192].

7.2 Модель динамiчної поведiнки
пiсковику за резонансного
навантажування

Наведенi факти не можуть бути поясненi в межах вiдомих те-
орiй резонансного нелiнiйного вiдгуку [12]. Деякi аспекти пробле-
ми були iнтерпретованi в статтi [140] за допомогою квазiстатич-
ної моделi [159]. У цьому пiдходi використано поняття допомiж-
них гiстерезисних елементiв, якi дають змогу ввести додатковi
нетривiальнi нелiнiйнi члени в динамiчне рiвняння для поля по-
здовжнiх змiщень. Однак таке теоретичне тлумачення недостат-
ньо повне. Дiйсно, будуючи модель, спочатку нехтують i дина-
мiкою гiстерезисних елементiв, i поступовою часовою еволюцiєю
амплiтудно-частотної характеристики (ключова точка трактуван-
ня результатiв), а потiм цi особливостi наново враховують. Хоч
у статтi [120] i запропоновано динамiчну реалiзацiю квазiстатич-
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ної моделi, все ж адекватне пояснення експериментальних даних
потребує значного вдосконалення пiдходу.

З указаних причин ми вiдкидаємо iдею про допомiжнi гiсте-
резиснi елементи як єдиний засiб для трактування усiх гiстере-
зисних явищ. Проведемо детальний аналiз i розглянемо фiзично
мотивований пiдхiд для опису резонансної поведiнки стрижня
гiрської породи.

7.2.1 Фiзичнi уявлення про процес резонансного
навантажування

На пiдставi наведених у пiдрозд. 7.1 експериментальних ре-
зультатах створено модель динамiчної поведiнки гiрських порiд.
Зсув резонансної частоти iз збiльшенням рушiйного навантажен-
ня (див. пiдрозд. 7.1) пов’язуємо зi зменшенням модуля Юнга E.
Для зручностi на рис. 7.7, а зображено резонансну криву за умо-
ви сталого пружного модуля E1 = const. На рис. 7.7, б якiсно
показано двi резонанснi кривi для двох рiзних сталих модулiв
E1 > E2. Резонансна крива з L2 змiщена влiво по осi абсцис (осi
рушiйної частоти).

Пояснимо поведiнку резонансної кривої в динамiчному про-
цесi, коли вiдбуваються деякi внутрiшнi обмiннi процеси в зразку
пiд дiєю зовнiшнього збурення, результатом якого є змiна пруж-
них властивостей зразка, а саме модуля Юнга E. Вважаємо, що
iз збiльшенням деформацiї значення E зменшується. Спочат-
ку розглянемо випадок, коли внутрiшнi процеси рiвноважнi iз
зовнiшнiм збуренням. Зрозумiло, що резонансна крива на спа-
даючих гiлках резонансної кривої, далеких вiд резонансної ча-
стоти, за низьких деформацiй має бути близькою до кривої L1

з модулем E1. Водночас як для частот, близьких до резонансної
частоти (тут найбiльшi напруження i деформацiя), резонансна
крива має проходити по кривiй L2 з модулем E2. Таким чином,
коли внутрiшнi процеси встигають за зовнiшнiм збуренням, ре-
зонансна крива має якiсний вигляд L3 (рис. 7.7, в).

Залишилося врахувати релаксацiйну природу внутрiшнiх про-
цесiв. В реальних умовах внутрiшнi процеси не встигають за змi-
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Рис. 7.7. Резонанснi кривi: а — класичний випадок, E1 = const; б —
E2 < E1; в — рiвноважний випадок L3 для E, залежного вiд напружен-
ня; початково свiжий пiсковик з релаксiвними властивостями пiд
час протягання частоти: г — знизу уверх i знову вниз до резонансної
частоти fr, д — зверху вниз i знову уверх до резонансної частоти fr, е —
якiснi резонанснi кривi, що моделюють експериментальнi результати
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ною зовнiшнiх збурень. Результатом нерiвноважностi мiж зовнiш-
нiм навантажуванням та внутрiшнiми процесами буде немиттєве
вiдстежування деформацiї за змiною напруження. Такий ефект i
називають релаксацiєю, коли зв’язок мiж макропараметрами (у
цьому випадку мiж напруженням i деформацiєю) додатково за-
лежить вiд внутрiшнiх процесiв, тобто реалiзується неоднознач-
ний зв’язок мiж макропараметрами. Математично цю особли-
вiсть можна описати через явну залежнiсть зв’язку мiж макро-
параметрами вiд часу. Пiд час фiксацiї рушiйного навантаження
(незалежного макропараметра) деформацiя (залежний макропа-
раметр) все-таки може змiнюватися, якщо вiдсутня рiвновага,
тобто деякий час ще проходять внутрiшнi обмiннi процеси, зу-
мовленi попередньою змiною рушiйного макропараметра.

Нарештi, створивши модель динамiчної поведiнки гiрських
порiд, враховуємо, що за умови сталої амплiтуди нагнiтання всi
резонанснi кривi мають один i той самий максимум незалежно
вiд протягання частоти чи знизу уверх, чи зверху вниз, а також
вiд вибору початкового (кондицiйованого або некондицiйовано-
го) стану. Задовольнити таку особливiсть i зберегти релаксацiй-
нi ефекти можна, якщо зробити таке припущення. Коли частота
прямує до резонансної незалежно чи злiва, чи справа (а деформа-
цiя зростає), припускаємо реалiзацiю миттєвого вiдстежування
деформацiї за напруженням, водночас для протягання рушiйної
частоти вiд резонансної (тобто за зменшення деформацiї) вва-
жаємо, що деформацiя через релаксацiю вiдстає вiд напружен-
ня. Звертаємо особливу увагу на це припущення, оскiльки воно
суттєво рiзниться вiд опису, наприклад, хiмiчних реакцiй, коли
швидкiсть наближення до рiвноваги не залежить вiд напрямку
пiдходу до рiвноваги, а саме пов’язана або з бiльшою концентра-
цiєю щодо рiвноважної, або, навпаки, з меншою концентрацiєю
щодо рiвноважної.

Врахувавши всi наведенi особливостi, побудуємо якiснi релак-
сацiйнi кривi спочатку для свiжого стрижня (некондицiйова-
ний стан) пiд час протягання рушiйної частоти знизу уверх
(рис. 7.7, г). Для лiвої гiлки до резонансної частоти резонанс-
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на крива повнiстю лягає на криву L3. Досягнувши резонансної
частоти fr, в подальшому на правiй гiлцi вiд резонансної частоти
зразок уже буде в кондицiйованому станi — резонансна крива L4,
що пройде мiж кривими L2 та L3, оскiльки релаксацiйний процес
зумовлює поступовий за часом пiдхiд до кривої L3. Якщо тепер
протягання частоти продовжити з високих частот до низьких,
то резонансна крива L5 буде вище над гiлкою L4, але все-таки
лежатиме нижче вiд L3.

За аналогiєю з наведеним вище випадком будуємо резонанснi
кривi для процесу, в якому початкове протягання частоти для
свiжого зразка (некондицiйований стан) розпочато зверху вниз.
Резонанснi кривi для цього випадку набувають вигляду, який
якiсно показано на рис. 7.7, д. Вiд високої частоти до резонансної
fr крива ляже на криву L3. За резонансною частотою fr до низь-
ких частот резонансна крива L6 знаходитиметься мiж L2 та L3,
що зумовлено релаксацiйним процесом. У подальшому, протя-
гнувши частоту вiд низьких частот до резонансної fr, матимемо
резонансну криву, що лежить мiж L3 та L1.

Отже, обґрунтовано основнi засади фiзичної моделi резонанс-
ної поведiнки стрижня пiсковику, в межах якої можуть бути реа-
лiзованi резонанснi кривi, наведенi на рис. 7.7, е. Цi резонанснi
кривi якiсно подiбнi до резонансних кривих, що спостерiгають в
експериментах (див. рис. 7.2).

7.2.2 Кiнетика внутрiшнiх процесiв

Важливим моментом побудови моделi є опис можливих вну-
трiшнiх процесiв, що приводять до зниження модуля Юнга за
збiльшення внутрiшнього напруження. Значення модуля Юнга
пов’язуватимемо з концентрацiєю розiрваних зв’язкiв на контак-
тах мiж гранулами c.

Пiд час деякого заданого навантаження (розтягувального або
стискувального) величина c має еволюцiонувати до свого залеж-
ного вiд напруження σ рiвноважного значення cσ. Щоб досягти
надiйного узгодження мiж теорiєю та експериментом, така ево-
люцiя має характеризуватися майже логарифмiчною, а не експо-
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ненцiйною часовою залежнiстю, з одного боку, та бути чутливою
до знака прикладеного напруження, з iншого. Обидва аспекти
вдається досить легко врахувати в концепцiї змiшаної кiнети-
ки, яку, на нашу думку, бiльш-менш природно обґрунтовано для
консолiдованих матерiалiв. Iдея полягає у представленнi загаль-
ної концентрацiї дефектiв c через деяку прийнятну суперпозицiю
складових концентрацiй g, де кожне парцiальне g пiдпорядкову-
ється доволi простiй кiнетицi.

Розглянемо набiр складових концентрацiй. Кожна окрема
складова концентрацiя g у цьому наборi еволюцiонує до свого
залежного вiд напруження рiвноважного значення gσ зi швид-
кiстю ∂g/∂t, яка в найнижчому наближеннi повинна бути про-
порцiйною рiзницi gσ − g. Так, при g > gσ ушкодженi зв’язки
схильнi до вiдновлення (∂g/∂t < 0), а при g < gσ неушкодже-
нi зв’язки схильнi до розриву (∂g/∂t > 0). Позначивши швид-
кiсть вiдновлення µ = µ0 exp(−U/kT ), а швидкiсть розриву, як
ν = ν0 exp(−W/kT ), можна формалiзувати попереднi тверджен-
ня в термiнах кiнетичного рiвняння

∂g/∂t = − [µθ(g − gσ) + νθ(gσ − g)] (g − gσ), (7.2.1)

де U , W — активацiйнi бар’єри для процесiв вiдновлення та
ушкодження зв’язкiв вiдповiдно; k — константа Больцмана;
θ(z) — функцiя Хевiсайда.

Виникає питання: однаковими чи рiзними мають бути швид-
костi µ та ν i чому? Iснують вагомi аргументи вважати, що пара-
метри µ i ν рiзняться доволi суттєво, оскiльки об’єм, пов’язаний
з виникненням та розвитком окремої трiщини, виявляється ма-
кроскопiчним, хоча i обмеженим мiжзерновим простором.

Дiйсно, за розтягувального навантаження потенцiйно iснує
безлiч просторових шляхiв, аби розiрвати мiжзерновий цемента-
цiйний контакт з одним i тим самим основним наслiдком — утво-
ренням мiжзернової трiщини. Причому будь-яка доречна макро-
скопiчна характеристика породи має бути нечутливою до кон-
кретного положення трiщини мiж сусiднiми зернами, але повин-
на суттєво залежати вiд загальної площi трiщини в одиницi об’є-
му. Саме така величина i може слугувати прийнятним мiрилом
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концентрацiї дефектiв. За аналогiєю з механiзмом виникнення
трiщини слiд пiдкреслити, що для вже iснуючої рiвноважної трi-
щини є численнi шляхи для її подальшого розвитку за умови
прикладення надлишкового розтягувального навантаження.

Навпаки, за стискувального навантаження попередньо утво-
рена трiщина має лише один просторовий шлях, аби залiкува-
тись, або, принаймнi, частково стягнутись. Цi ключовi спостере-
ження означають докорiнну нерiвноправнiсть ν0 ≫ µ0 мiж пере-
декспоненцiйними факторами ν0 та µ0 швидкостей порушення ν
та вiдтворення µ мiжзернових зв’язкiв навiть незалежно вiд ко-
гезiйних властивостей цементацiйного матерiалу. До того ж зав-
дяки можливiй iнтеркаляцiї води та/або дрiбномасштабнiй фраг-
ментацiї цементацiйного матерiалу мiж протилежними гранями
трiщин слiд очiкувати, що типове значення енергiї активацiї за-
лiковування трiщини U перевищуватиме значення енергiї акти-
вацiї утворення трiщини W . У цiлому всi наведенi вище фактори
здатнi спричинити ще бiльшу нерiвноправнiсть ν ≫ µ мiж швид-
костями утворення ν та знищення µ дефектiв, яка може сягати
кiлькох порядкiв. Цей висновок, що ґрунтується на мезоскопiч-
ностi масштабу залучених структурних елементiв, наочно подiб-
ний i на макроскопiчному рiвнi, коли зразок, який одного разу
розломили, залишається розломленим практично назавжди.

Вище було розглянуто лише єдину складову g концентрацiї
дефектiв, приписану до пари фiксованих активацiйних параме-
трiв U та W . Насправдi, усякий малий, але все ще макроскопiч-
ний об’єм пiсковику мiстить розмаїття структурних елементiв,
якi рiзняться за розмiром, складом, природним клiважем тощо.
В результатi активацiйнi бар’єри для процесу вiдновлення ко-
гезiї U та процесу порушення когезiї W мають утворювати два
правдоподiбно неперервнi набори в певних енергетичних межах:
U0 ≤ U ≤ U0 + U+ та W0 ≤ W ≤ W0 +W+ вiдповiдно. Значення
величин U0, U+ та W0, W+ не мають бути чутливими до кон-
кретного вибору поперечного перерiзу стрижня внаслiдок одно-
рiдностi (подiбностi) дослiджуваного зразка на макроскопiчному
рiвнi. Звичайно, лише цих характеристик недостатньо, аби кон-
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структивно врахувати весь набiр складових концентрацiй, до-
поки не вказано певного рецепту, який внесок (внесок з якою
вагою) має давати кожна окрема складова концентрацiя g у за-
гальну (зважену) концентрацiю c дефектiв. Обмежимося найпро-
стiшим наближенням, коли всi дозволенi складовi концентрацiї
g мають однакову вагу в загальнiй концентрацiї c, тобто

c =
1

U+W+

U0+U+∫
U0

dU

W0+W+∫
W0

g dW. (7.2.2)

Цей вираз не суперечить припущенню

gσ = cσ, (7.2.3)

яке пов’язує рiвноважне значення cσ загальної концентрацiї по-
рушених зв’язкiв з рiвноважним значенням окремої складової
концентрацiї порушених зв’язкiв gσ, де як cσ, так i gσ визначає-
мо значенням напруженостi σ. Насправдi, лише величина cσ за-
ймає законне мiсце в стандартних термодинамiчних оцiнках [64],
а данi стосовно gσ мають спиратися на бiльш-менш правдиву гi-
потезу, наприклад, встановлену формулою (7.2.3).

Вiдповiдно до монографiї А.М. Косевича [64], рiвноважну
концентрацiю дефектiв, асоцiйовану з напруженiстю σ, задаємо
виразом

cσ = c0 exp (vσ/kT ) , (7.2.4)

де параметр v > 0 вказує на типовий об’єм, що вiдведений на
одиничний дефект i характеризує iнтенсивнiсть дилатацiї. Хоч
формула (7.2.4) начебто i має бути застосовною до ансамблю мi-
кроскопiчних дефектiв у кристалах, але, на щастя, вона виведена
в межах континуальної термодинамiчної теорiї, що насправдi не
потребує анi специфiкацiї типового розмiру дефекту, анi конкре-
тизацiї структури кристалiчної матрицi. З цiєї причини вважа-
ємо, що формула (7.2.4) повинна працювати також для ансам-
блю мезоскопiчних дефектiв у консолiдованих матерiалах, якщо
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пiд одиничним дефектом розумiти деякий елементарний розрив
мiжзернової когезiї. Експериментальнi результати [153] вказують
на справедливiсть залежностi (7.2.4) для широкого класу матерi-
алiв, зокрема для пiсковикiв. Рiвноважна концентрацiя дефектiв
у нездеформованому повнiстю зрелаксованому стрижнi c0 має
бути деякою функцiєю вiд температури T i насиченостi водою s.
Конкретний характер цих залежностей не випливає з перших
принципiв i потребує виокремлення з експериментiв.

У цьому мiсцi введемо феноменологiчний зв’язок мiж концен-
трацiєю дефектiв c та модулем Юнга E. Iнтуїцiя пiдказує, що E
має бути деякою монотонно спадною функцiєю вiд c, яку мо-
жна розвинути в степеневий ряд за малими вiдхиленнями c− c0
величини c вiд її нездеформованого рiвноважного значення c0.
У найнижчому наближеннi до рiвноважного значення c0, розви-
нувши шукану залежнiсть в ряд та утримавши тiльки нульовий
та перший члени, приходимо до спiввiдношення

E = (1− c/ccr)E+. (7.2.5)

Тут величини ccr таE+ мають сенс критичної концентрацiї дефек-
тiв i максимально можливого значення модуля Юнга вiдповiдно.
Обидва параметри приймемо незалежними вiд температури та
водонасиченостi.

За сталого напруження кiнетичне рiвняння (7.2.1) забезпе-
чує, аби концентрацiя c прямувала до рiвноважного значення cσ
(7.2.4), унаслiдок чого модуль Юнга досягає значення

Eσ = [1− (c0/ccr) exp(vσ/kT )]E+. (7.2.6)

Слiд зауважити, що функцiональна залежнiсть (7.2.6) Eσ вiд
σ майже точно зiставляється з експериментально встановленою
пiдгiнною формулою для пружних модулiв як функцiї прикла-
деного навантаження P ∼ −σ > 0 (див. огляд [153] та вказанi
там посилання). Крiм того, спiввiдношення (7.2.6), взяте при ну-
льовiй напруженостi σ = 0, дає змогу реконструювати темпера-
турну та водонасичувальну залежностi рiвноважної концентра-
цiї дефектiв у ненапруженому станi c0, спираючись на доступ-
нi експериментальнi данi для модуля Юнга в нездеформованих
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вiдновлених зразках. Так, взявши до уваги температурну екс-
траполяцiю Сатерленда (Sutherland) [229] та проаналiзувавши
данi, залежнi вiд температури за нульової водонасиченостi [189],
а також данi, залежнi вiд водонасиченостi при кiмнатнiй тем-
пературi [109] (вибранi для пiсковику Береа), ми запропонували
пiдгiнну формулу

c0 = ccr

(
T

Tcr

)2 [
cosh2 α− exp

(
− βs

1− s

)
sinh2 α

]
, (7.2.7)

де водонасиченiсть s означена так, аби змiнюватися в iнтервалi
0 ≤ s ≤ 1. Пiдгiннi параметри, доречнi для пiсковику Береа, є та-
кими: Tcr = 1475 K; cosh2 α = 16; β = 10. Сподiваємося, що наша
апроксимацiя (7.2.7) має працювати, принаймнi, в межах темпе-
ратурних порогiв незворотних руйнацiй осадових порiд, а саме
мiж точкою замерзання води в порах (≈ 273 К) i точкою спiкан-
ня глинистих внутрiшньопромiжкових компонентiв (≈ 345 К).

Головний сенс нашого пiдходу мiститься в кiнетичному рiв-
няннi (7.2.1), що може бути застосованим як для статичного, так
i для динамiчного режиму зовнiшнього навантажування. Проте
у другому випадку, ми мусимо вважати величини cσ i gσ такими,
що здаються в конкретний момент часу рiвноважними, тобто та-
кими, що задаються формулами (7.2.3) та (7.2.4), де напруження
σ прийнято динамiчним.

За малих динамiчних напружень |σ| ≪ kT/v експоненту
exp(vσ/kT ), що домiнує у виразi (7.2.4) для cσ, можна апрокси-
мувати двома першими членами її розкладу. З огляду на спiввiд-
ношення (7.2.3), аналогiчне наближення стосується i gσ. Проте
за знакозмiнного збудження ця обставина аж нiяк не вказує на
нульове значення довготермiнової поправки до g0 в розв’язку g
кiнетичного рiвняння (7.2.1), як можна було б очiкувати. Навпа-
ки, величезний диспаритет ν ≫ µ мiж швидкостями створення ν
та знищення µ дефектiв, як виявляється, створює фiзичний ме-
ханiзм порушення симетрiї вiдгуку коливальної системи на перi-
одичне зовнiшнє збурення, що дiє подiбно до м’якого храповика
або до недосконалого дiода. Цей механiзм i є нарiжним каменем
запропонованого нами моделювання.
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У протилежнiсть до цього, попереднi теорiї непружної рела-
ксацiї, розвинутi для кристалiчних тiл [171], спираються на симе-
тричну форму кiнетичного рiвняння (що вiдповiдає тотожностi
ν ≡ µ у наших позначеннях) i не враховують вимоги динамiчного
пiдлаштовування рiвноважного значення внутрiшнього релакса-
цiйного параметра (який вiдповiдає gσ у наших позначеннях).
Попереднi теорiї утворення трiщин [93] вiдрiзняються вiд нашо-
го пiдходу тим, що нехтують процесами зарубцьовування трiщин
(тобто вони приймають µ = 0 у наших позначеннях) i не вводять
змiнної концентрацiї дефектiв до правої частини вiдповiдного кi-
нетичного рiвняння.

7.2.3 Рiвняння руху. Задача резонансного вiдгуку
стрижня пiсковику

Еволюцiйне рiвняння для поля поздовжнiх змiщень (надалi —
для пружної пiдсистеми) запишемо у найзагальнiшiй формi

ρ
∂2u

∂t2
=
∂σ

∂x
+

∂

∂x

[
∂F

∂(∂2u/∂x∂t)

]
, (7.2.8)

розкриваючи її змiст поступово крок за кроком. Так, аби забез-
печити додатнiсть та суто внутрiшнiй характер дисипацiї, диси-
пативна функцiя F має бути деякою парною функцiєю вiд швид-
кої деформацiї ∂2u/∂x∂t. Обмежимося стоксiвським внутрiшнiм
тертям [185], що асоцiюється з дисипативною функцiєю:

F = (γ/2)
[
∂2u/∂x ∂t

]2
. (7.2.9)

У формулах (7.2.8) i (7.2.9) величини ρ та γ є вiдповiдно сере-
дньою густиною пiсковику та коефiцiєнтом внутрiшнього тертя
в пружнiй пiдсистемi. В подальшому залежностями величин ρ та
γ вiд температури T , насиченостi водою s та деформацiї ∂u/∂x у
рiвняннях (7.2.8) та (7.2.9) нехтуватимемо. Спiввiдношення мiж
σ та ∂u/∂x приймемо у виглядi

σ =
E sech η

(r − a)[cosh η ∂u/∂x+ 1]a+1
− E sech η

(r − a)[cosh η ∂u/∂x+ 1]r+1
,

(7.2.10)
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що при r > a > 0 дає змогу запобiгти стисливостi стрижня за
деформацiї ∂u/∂x, близької до +0 − sech η. Тим самим параме-
тру cosh η приписуємо типову вiдстань мiж центрами сусiднiх зе-
рен, роздiлену на типову товщину мiжзернового цементацiйного
контакту; показники r та a характеризують вiдштовхувальну та
притягувальну частини мiжзернової взаємодiї вiдповiдно. Iнши-
ми словами, апроксимуємо взаємодiю мiж зернами емпiричним
потенцiалом Мi (Mie). При малих деформацiях |∂u/∂x| ≪ sech η
маємо

σ

E∂u/∂x
≈ 1− 1

2
(r + a+ 3) sech η∂u/∂x+

+
1

6
(r2 + ar + a2 + 6r + 6a+ 1)(sech η∂u/∂x)2,

(7.2.11)

тому параметри r, a, cosh η очевидно повнiстю специфiкують не-
лiнiйнi поправки до закону Гука за умови вiдсутностi безпосеред-
нього впливу деформацiї ∂u/∂x на модуль Юнга E. Тим часом
непрямий ефект деформацiї на модуль Юнга, а саме вплив, опо-
середкований концентрацiєю c пошкоджених мiжзернових зв’яз-
кiв, вдається iнкорпорувати до нашої теорiї як головне джерело
всiх нетривiальних явищ.

Для рiвнянь руху граничнi умови, що вiдповiдають експе-
риментальним дослiдженням з резонансного вiдгуку пiд час кi-
нематичного збудження зразка пiсковику [138–140,152,190–192],
запишемо у виглядi [17]

u(x = 0|t) = D(t) cos

φ+

t∫
0

dτω(τ)

 , (7.2.12)

σ(x = L|t) + γ
∂2u

∂x∂t
(x = L|t) = 0, (7.2.13)

де t — час; x — поздовжня лагранжева координата стрижня, так
що x = 0 та x = L маркують привiдний та вiльний кiнцi вiдповiд-
но. Як правило, привiдна амплiтудаD(t) утримується переважно
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незмiнною, за винятком моментiв вмикання чи вимикання при-
вiдного пристрою або ж його перемикання на iнший привiдний
рiвень. При цьому часову залежнiсть колової частоти приводу
ω(t) задаємо типом протягання частоти (так званим протоколом
частоти). Iншим iнформативним видом експериментiв є такий,
де в сенсi ранiше вказаних часових залежностей привiдна амплi-
туда D(t) та привiдна частота мiняються ролями.

Початковi умови мусять залежати вiд передiсторiї зразка.
Так, для недеформованого, повнiстю вiдновленого стрижня по-
чатковi умови мають вигляд

u(x|t = 0) = 0,
∂u

∂t
(x|t = 0) = 0, g(x|t = 0) = c0, (7.2.14)

де 0 < x < L.

Отже, сформульовано основнi теоретичнi засади моделi ко-
ливань пiсковикового стрижня в термiнах двох зв’язаних сут-
тєво нелiнiйних пiдсистем. По-перше, запропоновано динамiчне
рiвняння для поля поздовжнiх змiщень (7.2.8) з прийнятним ви-
бором дисипативної функцiї (7.2.9), зв’язку мiж напруженiстю
та деформацiєю (7.2.10), а також впливу концентрацiї дефектiв
на модуль Юнга (7.2.5). По-друге, побудовано кiнетичне рiвнян-
ня типу м’якого храповика для складової концентрацiї дефек-
тiв (пошкоджених мiжзернових когезiйних зв’язкiв) (7.2.1) з
прийнятним означенням поняття введеної за напруженiстю скла-
дової концентрацiї дефектiв (7.2.3), якi в конкретний момент ча-
су сприймаються системою як рiвноважнi. Вказано на прийнят-
ний зв’язок мiж складовою (допомiжною) концентрацiєю та дiйс-
ною (справжньою) концентрацiєю пошкоджених мiжзернових
зв’язкiв (7.2.4), а також представлено граничнi (7.2.12), (7.2.13)
та початковi (7.2.14) умови для поля поздовжнiх змiщень так,
аби формалiзувати дiю збуджувального пристрою (трансдюсе-
ра) на усю стрижневу систему.

179



Роздiл 7. Динамiка стрижня пiсковику за резонансного навантажування

7.3 Кiнетика м’якого храповика
з гармонiчним навантажуванням

Розглянемо два рiзнi кiнетичнi режими утворення та анiгi-
ляцiї дефектiв за умови перiодичностi привiдного напруження,
що дає основу для якiсного розумiння експериментальних ре-
зультатiв та їх комп’ютерних вiдтворень. З цiєю метою введемо
величину (надлишок складової концентрацiї)

G ≡ g − g0, (7.3.1)

що вимiрює перевищення G > 0 або недобiр G < 0 дефектiв на
нездеформованому рiвноважному тiлi g0, а вплив динамiчної пiд-
системи на кiнетичну врахуємо наближено єдиною гармонiкою

Gσ ≡ gσ − g0 = A sin(ωt+ δ), (7.3.2)

де амплiтуда A та фаза δ є деякими функцiями поздовжньої ко-
ординати стрижня x. Знати їх конкретний вигляд немає потреби,
оскiльки при кожному фiксованому x величина G пiдпорядкову-
ється звичайному диференцiальному рiвнянню

dG/dt = −[µθ(G−Gσ) + νθ(Gσ −G)](G−Gσ). (7.3.3)

Зауважимо, проте, що в найнижчому порядку амплiтуда A про-
порцiйна амплiтудi ε деформацiї

∂u

∂x
= ε sin(ωt+ δ), (7.3.4)

взятої в тому самому одномодовому наближеннi. Коефiцiєнт про-
порцiйностi vc0E/kT випливає з виразiв (7.3.2) та (7.3.4) з вико-
ристанням наближеного спiввiдношення σ = E∂u/∂x мiж на-
пруженням i деформацiєю, та формул (7.2.3) i (7.2.4) для gσ i
cσ. Тут для спрощення знехтувано часовою залежнiстю модуля
Юнга, опосередкованою повною концентрацiєю дефектiв.

Починаючи з нульового значення G(t = 0) = 0 кiнетичне рiв-
няння (7.3.3) та синусоїдальний рушiй (7.3.2) забезпечують зро-
стання надлишкової складової концентрацiї G у кожному часо-
вому циклi 2π/ω майже схiдцеподiбно, як це показано на рис. 7.8,
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де µ≪ ν ≤ ω/2π. Часовi iнтервали швидкого зростання, контро-
льованого швидкiстю ν, визначаємо з нерiвностi

A sin(ωt+ δ)−G(t) > 0, (7.3.5)

а часовi iнтервали повiльного спадання, контрольованого швид-
кiстю µ, — з протилежної з нерiвностi

A sin(ωt+ δ)−G(t) < 0. (7.3.6)

Кожен окремий iнтервал зростання послiдовно чергується з на-
ступним iнтервалом спадання, даючи загальну повну сходинку
за цикл 2π/ω.

Хоч кiнетичне рiвняння (7.3.3) i можна проiнтегрувати ана-
лiтично окремо на кожному часовому iнтервалi, де виконується
одна з нерiвностей (7.3.5) або (7.3.6), але процедура зшиван-
ня цих кускових розв’язкiв у компактний вираз, придатний для

Рис. 7.8. Нормований розв’язок G/A кiнетичного рiвняння (7.3.3)
для м’якого храповика за синусоїдального рушiйного навантажування
(7.3.2) для µ = 1 c−1, ν = 4000 c−1, f = ω/2π = 4000 Гц, δ = 0 i почат-
кової умови G(t = 0) = 0 (суцiльна схiдчастоподiбна лiнiя). Штрихо-
вою лiнiєю показано нормоване синусоїдальне рушiйне навантаження
Gσ/A = sinωt). Час уздовж абсциси нормовано на перiод коливань 1/f
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якiсного аналiзу, видається непрактичною. Натомiсть, навiть по-
бiжного погляду на комп’ютернi розв’язки (рис. 7.9) достатньо,
щоб оцiнити середнє (за часом) значення H усталеного розв’яз-
ку для G порiвняно з амплiтудою A синусоїдальної стимуляцiї, а
також ефективну швидкiсть λ нагромадження за цикл (перiод)
надлишкової складової концентрацiї G порiвняно зi швидкiстю ν
монотонного зростання G за постiйного розтягувального напру-
ження. Будуючи рис. 7.9, вважали, що швидкiсть µ збiгається зi
своїм максимальним значенням µ0 exp(−U0/kT ), прийнятим за
1 c−1, яке нижче (див. пiдрозд. 7.4) використано для iнтерпрета-
цiї експериментальних результатiв з повiльної динамiки. Частота
f ≡ ω/2π дорiвнювала 4000 Гц, швидкiсть ν випробовували при
чотирьох суттєво рiзних значеннях 40; 400; 4000 та 40 000 c−1

(вiдповiдно кривi 1—4 на рис. 7.9). Усi кривi показують, що для
ν ≥ 0, 01f ефективна швидкiсть циклiчного нагромадження λ не
падає нижче, нiж у п’ять-шiсть разiв за швидкiсть ν. Бiльш то-
го, при ν ≥ 0, 01f вiдношення H/A завжди перевищує значення
в 0,8 i швидко досягає одиницi зi збiльшенням вiдношення ν/f .
Iншим важливим спостереженням є майже повне подавлення пе-
рiодичних вiдхилень усталеного розв’язку G навколо середнього
значення H (рис. 7.10).

Результати попереднього абзацу можуть бути легко узагаль-
ненi, якщо амплiтуда A не є сталою, а зростає з часом доволi
повiльно так, що 0 < ε̇/ε ≪ λ ∼ 0, 2ν, де точка вказує на похi-
дну за часом t. Тодi при ν ≥ 0, 01f надлишок концентрацiї де-
фектiв G маємо трактувати як величину, що залежить вiд часу
та ефективно слiдує за поведiнкою амплiтуди A. Є всi пiдстави
стверджувати, що обидвi згаданi умови виконуються в експери-
ментах з резонансних коливань пiсковикових стрижнiв, коли збу-
джувальна частота змiнюється в напрямку до резонансної. Так,
нерiвнiсть 0 < ε̇/ε≪ 0, 2ν пiдтримується тим фактом, що типове
протягання навколо резонансу [190] не в змозi забезпечити рiвень
величини |ε̇|/ε, бiльший за 0,5 c−1. Щодо нерiвностi 0, 01f ≤ ν,
то вона вочевидь повнiстю узгоджується з нашою гiпотезою про
сильну нерiвнiсть µ ≪ ν, убезпечену багатьма порядками (див.
вище).
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Рис. 7.9. Нормований розв’язок G/A кiнетичного рiвняння (7.3.3)
для м’якого храповика за синусоїдального рушiйного навантажуван-
ня (7.3.2). Кривi 1—4 послiдовно вiдповiдають швидкостям утворення
дефектiв νj = 4 · 10j c−1 з усiма iншими параметрами з рис. 7.8. Час
уздовж абсциси нормовано на обернену швидкiсть утворення дефектiв
1/ν окремо для кожної кривої

Рис. 7.10. Нормований розв’язок G/A кiнетичного рiвняння (7.3.3)
для м’якого храповика за синусоїдального рушiйного навантажуван-
ня (7.3.2) для сталої стадiї еволюцiї (суцiльна крива). Штрихова лi-
нiя — нормоване середнє значення H/A. Умови, що використанi для
обчислень, тi самi, що i для кривої 2 з рис. 7.9. Час уздовж абсциси
нормовано на перiод коливань 1/f
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Розглянемо режим повiльної релаксацiї в системi мiжзерно-
вих пошкоджених зв’язкiв. Це явище вiдбувається пiсля того,
як надлишкову складову концентрацiї G уже доведено до деяко-
го усталеного значення B, пiсля чого пiдготовче високоамплiту-
дне збудження раптово (починаючи з моменту t = tc) знижу-
ють до дуже низького рiвня. В цьому випадку, тобто при t > tc,
утримується нерiвнiсть B ≫ A i пружна пiдсистема слугує лише
для зондування резонансної частоти, а її впливом на пiдсисте-
му пошкоджених зв’язкiв можна повнiстю знехтувати. Тому в
кiнетичному рiвняннi для G скрiзь опустили член Gσ i одержали

dG/dt ≃ −µG, (7.3.7)

пам’ятаючи, що цiкавий для нас режим розпочинається при t =
= tc з G(t = tc) = B. Оцiнка величини B є такою:

B = c0

[
exp

(vσ+
kT

)
− 1
]
, (7.3.8)

де σ+ > 0 характеризує максимальне напруження, визначене ам-
плiтудою осциляцiй напруження пiдготовчого високоiнтенсивно-
го динамiчного нагнiтання при t > tc.

Указаний пiдхiд є безумовно справедливим для опису проце-
су релаксацiї i пiсля статичної розтягувальної пiдготовки (кон-
дицiювання) зразка, коли σ+ слiд розумiти як додатне прикiнце-
ве напруження. Сподiваємося, що цей пiдхiд можна застосувати
i для розгляду релаксацiйних явищ пiсля раптових термiчних
збурень, якщо σ+ ототожнити з деяким ефективним розривним
напруженням, зумовленим параметрами термiчного удару.

Кiнетичне рiвняння (7.3.7) для надлишкової складової кон-
центрацiї G при t ≥ tc дає експоненцiйно спадний розв’язок

G = B exp[−µ(t− tc)]. (7.3.9)

Проте це нiяким чином не веде саме до експоненцiйного зменше-
ння справжньої надлишкової концентрацiї c− c0. Дiйсно, пiдста-
вивши розв’язок (7.3.9) у формулу (7.2.3) для справжньої кон-
центрацiї c з використанням означення (7.3.1), легко одержуємо

c = c0 +
B

χ
{E1[τ exp(−χ)]− E1(τ)}. (7.3.10)
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Тут
τ ≡ µ0 exp(−U0/kT )(t− tc) (7.3.11)

означає безрозмiрний час, а

χ ≡ U+/kT (7.3.12)

задає безрозмiрну ширину енергетичного iнтервалу, заповненого
розподiлом активацiйних бар’єрiв для процесу вiдновлення коге-
зiї. Нарештi, вираз

E1(z) =

∞∫
1

dy

y
exp(−zy) (7.3.13)

означає iнтегральну експоненцiйну функцiю [62].
Всупереч своїй назвi, E1(z) спочатку веде себе логарифмiчно,

що ясно видно з її аналiтичного розкладу при z < 1 [62]:

E1(z) = −C − ln z −
∞∑
n=1

(−1)n
z!

n · n!
, (7.3.14)

де C ≃ 0, 5772157 є константою Ейлера—Маскеронi. На кiнцевiй
стадiї z > 1, проте слушним виявляється використання асимп-
тотичного розкладу [62]

E1(z) =
exp(−z)

z

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)n
n!

zn

]
. (7.3.15)

Застосуємо розклади (7.3.14) i (7.3.15) до найправдоподiбнi-
шого випадку, коли exp(−χ) ≫ 1, i апроксимуємо рiзницю
E1(τ exp(−χ)) − E1(τ), що контролює вiдновлення (зменшення)
в часi концентрацiї дефектiв (7.3.10) кусковою формулою

E1(τ exp(−χ))−E1(τ) ≃

≃


χ− τ + τ2/4 + τ exp(−χ), τ < ξ−
χ− C − ln τ + τ exp(−χ), ξ− ≤ τ ≤ ξ+e

χ

exp(−τ exp(−χ))
exp(−χ)

, ξ+e
χ < τ.

(7.3.16)
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Тут константи ξ− ≃ 1, 391 099 0 i ξ+ ≃ 0, 928 630 6 визначають
розв’язками трансцедентних рiвнянь

−ξ− + ξ2−/4 = −C − ln ξ− (7.3.17)

та

−C − ln ξ+ + ξ+ =
exp(−ξ+)

ξ+
, (7.3.18)

вiдповiдно. Рiвняння (7.3.17) i (7.3.18) мають сенс умов непе-
рервностi кускового представлення (7.3.16) у точках τ = ξ− та
τ = ξ+ exp(χ) вiдповiдно. Чим бiльшою є нерiвнiсть exp(χ) ≫ 1,
тим довшим стає iнтервал майже логарифмiчної часової залеж-
ностi у формулi (7.3.16), а отже, i у формулi (7.3.10) для c.

Формули (7.3.8), (7.3.10) i (7.3.16), пiдставленi до лiнiйної за-
лежностi мiж модулем Юнга E та концентрацiєю дефектiв c, да-
ють змогу аналiтично вiдтворити повiльне, майже логарифмiчне
вiдновлення (збiльшення) модуля Юнга

E =

(
1− c0

ccr

)
E+ − E+

c0
ccr

[
exp

(vσ+
kT

)
− 1
]
×

×
{
1− C

kT

U+
− kT

U+
ln

[
µ0 exp

(
−U0

kT

)
(t− tc)

]
+

+
kT

U+
µ0 exp

(
−U0 + U+

kT

)
(t− tc)

} (7.3.19)

упродовж досить тривалого часового iнтервалу

ξ−
µ0

exp

(
U0

kT

)
< t− tc <

ξ+
µ0

exp

(
U0 + U+

kT

)
. (7.3.20)

Цей тип вiдновлення спостерiгається експериментально за до-
помогою монiторингу часової змiни резонансної частоти пiсля
вимкнення iнтенсивного кондицiонуючого збурення [192].

Iдею, що виправдовує логарифмiчне вiдновлення модуля Юн-
га, ранiше вже обговорювали Дж. ТенКейт, Е. Смiт та Р. Гу-
єр [192], проте без вказiвок на належнi часовi рамки (7.3.20), де
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логарифмiчна залежнiсть працює, та без урахування малої лiнiй-
ної поправки (останнiй член у фiгурних дужках виразу (7.3.19)
для E) до провiдного логарифмiчного члена. Цiкаво зауважити,
що в природi логарифмiчна кiнетика трапляється доволi часто i
є, наприклад, невiд’ємним атрибутом процесу, iндукованого во-
логою старiння гранульованих середовищ [117].

7.4 Моделювання резонансних нелiнiйних
ефектiв

Переважну бiльшiсть експериментальних результатiв з виму-
шених поздовжнiх коливань пiсковикових стрижнiв одержано з
використанням повiльного покрокового протягання привiдної ча-
стоти навколо однiєї з резонуючих частот стрижня [138–140,152,
190–192]. Груба оцiнка, побудована на лiнiйнiй теорiї кiнематич-
ного збудження, дає для стрижня фундаментальнi частоти

f0(l) =
2l − 1

4L

√
E0/ρ (l = 1, 2, 3, . . .), (7.4.1)

де E0 — модуль Юнга у нездеформованому вiдновленому зраз-
ку, заданий формулою (7.2.6) при σ = 0, а загасання γ вважаємо
нехтовно малим. Вiдноснi положення фундаментальних частот
за скiнченного загасання, обчисленi для повiльного вихiдного
протягання збуджувальної частоти, показано на рис. 7.11. Тут
резонансна крива характеризує залежнiсть амплiтуди вiдгуку R
(взятої на вiльному кiнцi стрижня x = L) вiд привiдної частоти
f = ω/2π при дуже малiй рушiйнiй амплiтудi D = 7, 6 · 10−9L з
модельними параметрами, прийнятими для рис. 7.12. Комп’ю-
терне моделювання нелiнiйних ефектiв i ефектiв повiльної ди-
намiки виконано в околi другої резонансної частоти f0(l = 2) з
фундаментального ряду (7.4.1).

На рис. 7.12 представлено типовi гiстерезиснi резонанснi кри-
вi, обчисленi поблизу другої резонансної частоти за все бiль-
ших рушiйних амплiтуд D. Щоб досягти вiдтворювального гi-
стерезису, кожну наступну пару кривих обчислювали пiсля двох
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Рис. 7.11. Розрахункова резонансна крива з першими трьома пiками
за поздовжнього кiнематичного збудження для стрижня з пiсковику

пiдготовчих протягань (одного пiдготовчого циклiчного протя-
гання) частоти. Такi пiдготовленi кривi експериментатори за-
звичай називають кондицiйованими [190] (див. рис. 7.2). Стрiл-
ки на прикладi двох найвищих кривих вказують напрямок про-
тягання частоти. Часовий цикл для висхiдного та низхiдного
протягання в межах частотного iнтервалу 3700—4100 Гц стано-
вив 120 с. Модельнi параметри приймали вiдповiдними експери-
ментальним умовам та експериментальним даним Дж. ТенКей-
та i Т. Шенкланда в експериментах з пiсковиком Береа [190].
Зокрема, вiдношення E+/ρ = 7, 439 · 106 м2/c2 оцiнювали зi спiв-
вiдношень (7.2.6), (7.2.7) та (7.4.1) при другiй резонанснiй ча-
стотi f0(l = 2) = 3920 Гц, довжинi стрижня L = 0, 3 м, тем-
пературi T = 297 K i водонасиченостi s = 0, 25. Вiдношення
γ/ρ = 1, 851 м2/c, що характеризує внутрiшнє тертя, вибрано з
найкращого пiдлаштування низькоамплiтудної теоретичної кри-
вої (кривої з j = 0, рис. 7.12) до її експериментального прообра-
зу [190] (див. рис. 7.2) за порiвняння теоретичної та експери-
ментальної добротностей. Параметри µ0 exp(−U0/kT ) = 1 c−1 та
U+/k = 2525 K, що визначають характер повiльної релаксацiї,
оцiнювали вiдповiдно до експериментальних вимiрювань часо-
вої релаксацiї вiдгуку амплiтуди прискорення за фiксованої ча-
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стоти [190] i до спостережень вiдновлення резонансної частоти
як функцiї часу [192]. Унаслiдок доволi повiльних типових ре-
жимiв протягань частоти в реальних експериментах немає анi
експериментальної змоги, анi теоретичної потреби приписувати
певнi конкретнi значення параметрам ν0 exp(−W0/kT ) та W+/k,
що вiдповiдають за кiнетику утворення дефектiв. Це пов’язане
з тим, що вище деякого критичного значення, залежного вiд ру-
шiйної частоти, комбiнацiя ν0 exp(−(W0 + W+)/kT ) приводить
до результатiв, якi не вiдрiзняються вiд результатiв, одержаних
для безмежного значення вказаної комбiнацiї. Згiдно з оцiнками,
викладеними у пiдрозд. 7.3, для того щоб кiнетику утворення
дефектiв трактувати як практично миттєву (тобто формально
характеризувати безмежною швидкiстю ν), умова виконується
вже за нерiвностi 0, 01f0 ≤ ν0 exp(−(W0 + W+)/kT ). Комбiна-

Рис. 7.12. Сiмейство резонансних кривих j = 0—5 для кондицiйова-
ного стану за суттєво високих значень рушiйних амплiтуд D: D/L =

= 3, 8(j + 0, 5δj0) · 10−8; пунктирна крива вiдповiдає некондицiйовано-
му стану; стрiлки на найвищих кривих вказують на напрямок змiни
частоти; час, за який частота пробiгає вперед i назад в iнтервалi 3700—
4100Гц, становить 120 с
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цiя параметрiв vE+/kT cosh η = 275 K була вибрана так, щоб
кiлькiсно вiдтворити гiстерезиснi явища в режимах протягань,
типових для реальних експериментiв [190]. Нарештi, параметр
нелiнiйностi cosh η = 2300 був оцiнений з мiркувань адекватно-
го вiдображення iстинної асиметрiї експериментальних резонанс-
них кривих [190]. Iншi параметри, якi з’являються у спiввiдно-
шеннi напруження—деформацiя (7.2.10), були вибранi такими:
r = 4, a = 2.

На рис. 7.12 ясно видно, що для кожного рiвня зовнiшнього
збурення ефективна ширина резонансного пiка залежить вiд на-
прямку протягання частоти i є вужчою за висхiдного протяган-
ня (тобто вiд нижчих до вищих частот), нiж за низхiдної (тобто
вiд вищих до нижчих частот). Унаслiдок цього спостерiгаємо гi-
стерезиснi петлi, утворенi висхiдною та низхiдною кривими на
їхнiх низькочастотних i високочастотних гiлках. Iсторично саме
цей ефект i засвiдчив перший прояв повiльної динамiки [190],
спричинений, згiдно з нашою теорiєю, надлишковим створенням
мiжзернових дефектiв, коли рушiйна частота наближається до
резонансу (тобто коли амплiтуда напруження зростає), та доволi
повiльною їх анiгiляцiєю, коли рушiйна частота вiддаляється вiд
резонансу (тобто коли амплiтуда напруження спадає). Слiд за-
уважити, що у випадку розглянутих кондицiйованих кривих анi-
гiляцiя мiжзернових дефектiв триває навiть тодi, коли рушiйна
частота вже просувається здалеку в бiк резонансу. Ця ситуацiя
утримується, допоки амплiтуда напруження не досягне певного
порогу, вище якого починає превалювати процес утворення де-
фектiв.

Порiвняння теоретичних резонансних кривих (рис. 7.12) з
експериментальними [190] (див. також рис. 7.2) показало, що
теоретичнi резонанснi кривi вiдтворюють всi основнi особливо-
стi експериментальних резонансних кривих:

• для заданого рiвня рушiйної амплiтуди резонансна частота
та рiвень деформацiї в точцi резонансу не залежать вiд напрям-
ку протягання — знизу уверх або зверху вниз; усi кривi прохо-
дять через одну найвищу точку, зокрема i для некондицiйованого
стану;
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• резонансна частота зсувається в бiк зменшування частоти
майже лiнiйно за збiльшення рiвня рушiйного збурення (див. та-
кож рис. 7.15);

• гiстерезисна поведiнка теоретичних резонансних кривих
iдентична поведiнцi експериментальних кривих (див. рис. 7.2).

Резонанснi кривi на рис. 7.13 обрахованi без будь-якого по-
переднього кондицiювання, проте модельнi параметри такi са-
мi, як i для кривих рис. 7.12. Амплiтуду нагнiтання вибрано
таку само, як i для двох найвищих кривих з рис. 7.12. Отже,
рис. 7.13, а демонструє три резонанснi кривi, одержанi завдяки
трьом послiдовним протяганням частоти уверх—униз—уверх, по-
чинаючи з протягання знизу уверх. Початкова некондицiйована

Рис. 7.13. Резонанснi кривi дляD = 1, 9·10−7L. Швидкiсть протягання
|df/dt| = 400 Гц/хв. Початкове протягання: а — з низьких частот, б —
з високих частот; стрiлками показано напрямок протягання частоти;
штриховi лiнiї — некондицiйований зразок

крива (штрихова лiнiя) лежить нижче двох наступних (кондицi-
йованих) кривих. На рис. 7.13, б резонанснi кривi побудовано за
трьома послiдовними (вниз—уверх—униз) протяганнями частоти
починаючи з протягання зверху вниз. Початкова крива (штрихо-
ва лiнiя) лежить вище вiд двох наступних кривих. Кривi, зобра-
женi суцiльними лiнiями на рис. 7.13, практично повторюються i
збiгаються, вiдповiдно, з двома найвищими кривими з рис. 7.12.
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Усi цi результати узгоджуються з експериментальними спостере-
женнями [190]. Кривi некондицiйованого зразка (рис. 7.13, а) та
кондицiйованого (рис. 7.12) з протяганням частоти знизу уверх
в iнтервалi мiж початковою частотою i резонансною не збiгаю-
ться, тому що модуль Юнга для кривої кондицiйованого зразка
нижчий за модуль Юнга для кривої некондицiйованого зразка,
оскiльки анiгiляцiя надлишку дефектiв, утворених пiд час поча-
ткового протягання, не встигає повнiстю вiдбутися за час протя-
гання вiд резонансної до найнижчої частоти.

У мiру зменшення швидкостi протягання згаданi вище вiд-
мiнностi стають усе менш виразними внаслiдок додаткового часу
для релаксацiї на кожнiй з промiжних частот. Це проiлюстрова-
но на рис. 7.14, де швидкiсть протягання становить лише соту
частку такої з рис. 7.13. Тим не менш навiть у цьому начебто
безгiстерезисному випадку пам’ять про найвищу амплiтуду де-
формацiї все ще утримується. Останнiй результат, схарактеризо-
ваний пiсля його експериментального вiдкриття [190] як “можли-
во несподiваний”, легко пояснити довготермiновiстю вiдновлення
модуля Юнга, продиктованою повiльною, майже логарифмiчною
кiнетикою анiгiляцiї дефектiв (див. формули (7.3.19), (7.3.20),
(7.3.10) та (7.3.16)). За ще повiльнiших швидкостей протягання

Рис. 7.14. Резонанснi кривi дляD = 1, 9·10−7L. Швидкiсть протягання
|df/dt| = 4 Гц/хв. Умовнi позначення див. на рис. 7.13
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частоти з циклом в одну добу всi три кривi стають нерозрiз-
ненними незалежно вiд напрямку початкового протягання. Цей
теоретичний результат пiдтверджує непряму експериментальну
вказiвку (одержану вимiрюваннями прискорення за фiксованої
частоти), що прогiн тривалiстю у кiлька дiб у старанно контро-
льованих умовах мав би продукувати однi й тi самi висхiднi та
низхiднi резонанснi кривi [190].

На рис. 7.15 показано зсуви резонансної частоти як функцiї
рушiйної амплiтуди для двох значень параметра дилатацiї v за
iнших параметрiв, утриманих такими самими, як i для рис. 7.12.
Так, крива 1, обчислена при vE+/kT cosh η = 275 K, коли iндуко-
ваний деформацiєю зворотний зв’язок мiж повiльною та швид-
кою пiдсистемами є iстотним, демонструє майже лiнiйну залеж-
нiсть, типову для матерiалiв з некласичним нелiнiйним вiдгу-
ком, тобто матерiалiв, що мають основнi риси повiльної дина-
мiки. Навпаки, крива 2, обчислена при v = 0, коли iндуковане
деформацiєю збуджування повiльної пiдсистеми вiдсутнє i обо-
пiльний зворотний зв’язок мiж повiльною та швидкою пiдсисте-
мами повнiстю зруйнований, демонструє майже квадратичну за-
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Рис. 7.15. Вiд’ємне значення зсуву fr − f0 резонансної частоти fr вiд
її асимптотичного значення f0 як функцiя рушiйної амплiтуди D для
нелiнiйного гiстерезисного матерiалу (крива 1 ) i для класичного нелi-
нiйного матерiалу з v = 0 (крива 2 )
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лежнiсть, типову для матерiалiв з класичним нелiнiйним вiдгу-
ком [12]. Пильнiше обстеження вказує, що крива 1 може бути
апроксимованою лiнiйним i квадратичним членами, що вiдповi-
дає полiномiальнiй пiдгонцi другого порядку для модуля Юнга,
виокремленої Е. Смiтом i Дж. ТенКейтом з експериментiв [182].

У пiдрозд. 7.1 розглянуто експериментальнi вимiрювання [190]
поступової релаксацiї амплiтуди прискорення за незмiнної часто-
ти (див. рис. 7.4). Вони висвiтлюють найцiкавiшi аспекти кiне-
тики вiдтворення початкового стану, iлюструючи, як пiсковик
втрачає пам’ять про найвищу деформацiю [190]. Ми виконали
числове моделювання наведених експериментальних результатiв

Рис. 7.16. Вiдновлення амплiтуди R для рушiйної амплiтудиD = 1, 9×
×10−7L: а, б — за сталої частоти fs = 3825 Гц, яка нижча за частоту
пiка; fr = 3846 Гц; в, г — за сталої частоти fs = 3900Гц, яка вища за
частоту пiка; протягання частоти: а, г — знизу уверх, б, в — зверху
вниз
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(рис. 7.16). Зазначимо, що один раз вибранi сталi величини, за
яких були узгодженi мiж собою теоретичнi та експерименталь-
нi данi для рис. 7.12, не змiнювали в усiх подальших наведе-
них нижче числових розрахунках. Теоретичнi релаксацiйнi кри-
вi (рис. 7.16) коректно вiдтворюють головнi ознаки експеримен-
ту [190] (див. також рис. 7.4). Розрахувавши резонанснi кривi за
протягання частоти уверх або вниз (з керiвними параметрами
такими, як для двох найвищих кривих на рис. 7.12), протяган-
ня частоти в момент часу ts (не вимикаючи самого рушiя) було
зупинено i пiдраховано амплiтуду вiдгуку R як функцiю часу
t − ts. Як i в реальних експериментах, розрахункова амплiту-
да вiдгуку поступово зменшувалася, коли зупинена частота була
нижчою за резонансну частоту (рис. 7.16, a, б ), та збiльшувала-
ся, коли зупинена частота була вищою за резонансну (рис. 7.16,
в, г). Бiльше того, приблизно пiсля 10-хвилинної релаксацiї рела-
ксацiйнi кривi за конкретної зупиненої частоти наближались до
довготермiнового рiвня, що вiдповiдав некондицiйованiй частинi
початкової резонансної кривої, незалежно вiд того висхiдним чи
низхiдним було вибрано попереднiй прогiн.

Щоб вiдтворити iншу експериментальну особливiсть, а саме
вiдновлення властивостей зразка з часом [190] (див. рис. 7.5),
ми провели числове моделювання, в якому зупинили протяган-
ня частоти та одночасно вимкнули i рушiй на 30 с. Результат
для протягання частоти вiд нижнiх до верхнiх значень показано
на рис. 7.17, а, а для протягання зверху вниз — на рис. 7.17, б.
На цих розрахункових кривих штриховою лiнiєю вiдмiчено по-
чатковi кривi для некондицiйованого стану (порiвн. рис. 7.17, а
з рис. 7.3, а, а також рис. 7.17, б з рис. 7.3, б ). Вiдповiдно до
кiнетичного рiвняння (7.2.1), вiдмiннiсть кривих зразкiв у некон-
дицiйованому та кондицiйованому станах можно пояснити так:
сприятливiший режим для анiгiляцiї дефектiв вiдбувається за
нульової напруженостi порiвняно з режимом осциляцiйної на-
пруженостi зi значною амплiтудою (хоча i меншою за резонанс-
ну). До того ж, рушiйна амплiтуда i швидкiсть протягання (крiм
короткого iнтервалу зупинки протягання та рушiйного наванта-
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Рис. 7.17. Резонанснi кривi, D = 1, 9 · 10−7L, |df/dt| = 400Гц/хв: а —
протягання частоти уверх i наступне кусково-неперервне протягання
вниз, протягання i рушiйне навантаження вимикали одночасно на 30 с
за сталої частоти fs = 3825Гц; б — протягання частоти вниз i на-
ступне кусково-неперервне протягання уверх, на частотi fs = 3900Гц
протягання i рушiйне навантаження вимикали одночасно на 30 с

ження) були вибранi такими самими, як i для двох найвищих
кривих на рис. 7.12. Ефекти швидкого вiдновлення (зростання)
модуля E за iнтервал часу, коли протягання частоти та рушiй-
не навантаження були зупиненi, легко вгледiти на рисунках як
розриви кривих. На зупинених частотах, нижче резонансу, ам-
плiтуда вiдгуку провалювалась ближче до першої (некондицiйо-
ваної або те саме — вiдновленої) кривої з висхiдним протяганням
(рис. 7.17, а, штрихова лiнiя). На зупинених частотах вище резо-
нансу амплiтуда вiдгуку пiдскакувала ближче до першої (некон-
дицiйованої або те саме — вiдновленої) кривої з висхiдним про-
тяганням (рис. 7.17, б, штрихова лiнiя). Зрозумiло, що стрибки
вiдбуваються вiд опосередкованого впливу деформацiї на модуль
Юнга через концентрацiю дефектiв. За iнтервал часу, поки час-
тоту змiнювали уверх, iнтенсивнiсть деформацiї стає суттєвою,
що викликає утворення дефектiв, а тому модуль Юнга зменшує-
ться. Цей ефект проявляється як зсув резонансної кривої вниз за
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частотою. Якщо тепер рушiй та протягання призупинити, дефор-
мацiя зникає, спричиняючи посилену анiгiляцiю дефектiв так,
що модуль Юнга збiльшується. Як наслiдок, резонансна часто-
та, що вiдстежена пiсля вiдновлення дiї приводу та протягання
частоти, також вiдновлюється (тобто повертається уверх за час-
тотою) в мiру втрати пам’ятi про найвищу деформацiю.

Отже, теоретичнi результати не тiльки якiсно, а й кiлькiсно
вiдтворюють усi вiдомi експериментальнi данi.

7.5 Ефект повiльної динамiки

У пiдрозд. 7.4 показано, що якщо рушiйне навантажування
суттєво знизити, то деформацiя спадає, що приводить до анiгi-
ляцiї дефектiв, а тому модуль пружностi поступово зростає. Вiд-
новлення властивостей середовища можна бачити, аналiзуючи
ефект повiльної динамiки. Наслiдком вiдновлення властивостей
(втрата пам’ятi про високу деформацiю) є зсув назад (тобто зни-
зу вверх за частотою) резонансних кривих, за якими спостерiга-
ють за допомогою низького рiвня рушiйного навантажування.

На рис. 7.18 показано поступове вiдновлення резонансної ча-
стоти fr до максимально граничного значення f0 пiсля того, як
стрижень був пiдданий дiї високоамплiтудного кондицiювання,
яке потiм було зупинено. Кондицiювання виконували багатора-
зовим короткоiнтервальним протяганням частоти приводу в ме-
жах резонансної частоти за рiвня рушiйної амплiтуди, викори-
станої для одержання третьої пари (j = 3) резонансних кривих
на рис. 7.12. Наведенi результати моделюють експерименталь-
нi данi (див. рис. 7.6). Три рiзнi кривi на рис. 7.19 вiдповiда-
ють трьом рiзним водонасиченням, тодi як усi iншi параметри,
прийнятi ранiше для рис. 7.12, зберiгаються. Загальний зсув ре-
зонансної частоти fr − f0 складається з двох фiзично рiзних ча-
стин: а) очiкуваний динамiчний зсув, зумовлений нелiнiйнiстю
деформацiї для високих рiвнiв збудження; б) зсув, зумовлений
повiльною пiдсистемою. Проте тiльки друга (кiнетична) части-
на зсуву зазвичай може бути зареєстрована в процесi вiдновлен-
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Рис. 7.18. Набiр резонансних кривих, одержаних циклiчним протя-
ганням частоти знизу уверх i назад навколо резонансної частоти пi-
сля призупинення високоамплiтудного нагнiтання. Стрiлка вказує на
асимптотичну резонансну частоту. Водонасичення, амплiтуда зонду-
вання та абсолютна величина швидкостi протягання частоти такi:
s = 0, 25; D = 1, 14 · 10−9L; |df/dt| = 400Гц/хв

ня, тому що перша частина зникає майже миттєво, як тiльки
вимикають рушiйне навантажування. Тому видиме вiдновлен-
ня частоти повинне неминуче пiдпорядковуватися тiльки повiль-
нiй кiнетицi вiдбудови мiжзернових когезiйних зв’язкiв [192]. На
рис. 7.19 ясно видно дуже довгий iнтервал 10 ≤ (t− tc)/tc ≤ 1000
логарифмiчного вiдновлення резонансної частоти fr у цiлковитiй
згодi з експериментальними результатами [192] та нашими ана-
лiтичними розрахунками, пiдсумованими формулами (7.3.19) та
(7.3.20). Тут tc вказує на момент вимкнення кондицiювання, а
t0 = 1 c є часовою масштабною константою.

Спосiб низькочастотного зондування вiдновленої резонансної
частоти, що визначає fr як функцiю часу, слiдує однiй i тiй самiй
процедурi i в експериментi, i в теорiї. Пiсля того як високоамплi-
тудне кондицiювання зупинено, низькоамплiтудний привiд зали-
шається увiмкненим, для того щоб багаторазово протягати ре-
зонансну криву та контролювати рухоме положення резонансної
частоти fr. Рис. 7.18 iлюструє набiр послiдовних резонансних
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Рис. 7.19. Часова залежнiсть вiдновлення резонансної частоти fr до
її асимптотичного значення f0 пiсля значного рушiйного навантажен-
ня. Кривi 1—3 вiдповiдають водонасиченню s = 0, 05; 0,15; 0, 25. Зсув
частоти fr − f0 нормований як асимптотичною частотою f0, так i ам-
плiтудою вiдгуку R/L, що досягається пiд час нагнiтання

кривих, що вiдповiдає залежному вiд часу вiдновленню резонанс-
ної частоти кривої 3 на рис. 7.19. За кожне наступне циклiчне
протягання кривi зсуваються уверх за частотою i поступово на-
ближаються до асимптотичної кривої з граничною резонансною
частотою f0, вказаною стрiлкою на рис. 7.18. Лише частина по-
слiдовних резонансних кривих, обчислених на часовому iнтерва-
лi t − tc, є чiтко роздiленою, оскiльки вiдокремлення сусiднiх
кривих прискорено зникає з кожним наступним протяганням.
Амплiтуду зондувального приводу вибирали якомога меншою:
D = 1, 14 · 10−9L.

7.6 Динамiчна реалiзацiя явища
запам’ятовування кiнцевої точки

Запропонована модель дає змогу коректно описувати широ-
кий клас експериментальних фактiв, пов’язаних з незвичайною
динамiчною поведiнкою мезоскопiчних неоднорiдних середовищ,
таких як пiсковик [190–192]. Бiльше того, як показано нижче,
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ми передбачили явище гiстерезису iз запам’ятовуванням кiнце-
вої точки в суто динамiчнiй постановцi. Такi теоретичнi перед-
бачення в подальшому були експериментально пiдтвердженi в
Лос-Аламоськiй Нацiональнiй лабораторiї.

На рис. 7.12 проiлюстровано динамiчну реалiзацiю гiстерезис-
них явищ у випадку лише двох точок повороту 3700 i 4100 Гц у
протяганнi привiдної частоти. Виникає питання: чи мiг би ефект,
подiбний до ефекту пам’ятi про кiнцеву точку (дискретної пам’я-
тi), що спостерiгається в квазiстатичних експериментах з бага-
торазовим реверсивним протоколом навантажування—розванта-
жування [115,138,139,141] (див. також розд. 6), виникнути i в ди-
намiчних експериментах на резонансно збуджуваних стрижнях
з багаторазово реверсивним протоколом змiни частоти.

Цю проблему вивчали теоретично. Деякi графiчнi результа-
ти дослiдження представленi на рис. 7.20, де модельнi параме-
три включно з абсолютними значеннями швидкостi протяган-
ня частоти збiгаються з такими для двох найвищих кривих з
рис. 7.12, а область реверсивного протягання частоти вибрано
в межах низькочастотних гiлок цих кривих. Пам’ять про кiнце-
ву точку, тобто пам’ять про попередню максимальну амплiтуду
альтернованого напруження, має вигляд малих гiстерезисних пе-
тель всерединi великої петлi. Початкова та кiнцева точки кожної
малої петлi на рис. 7.20 збiгаються, що є найтиповiшим проявом
пам’ятi про кiнцеву точку.

Згiдно з нашою теорiєю, при побудовi гранично малої вну-
трiшньої петлi на кондицiйованiй (суцiльна лiнiя) кривiй шанс
створити її замкнутою спадає пропорцiйно до її лiнiйного розмi-
ру, причому цей шанс є меншим для низхiдної кривої i бiльшим
для верхньої частини висхiдної кривої. Причина такої поведiнки
полягає в iснуваннi деякого (залежного вiд попередньої iсторiї)
порогу на амплiтуду напруження, який мусить бути подоланий
для того, щоб кiнетика повiльної пiдсистеми змогла перемкнути-
ся з анiгiляцiї дефектiв за нижчих амплiтуд на створення дефек-
тiв за вищих амплiтуд. Це обмеження можна iстотно послабити,
коли лiнiйний розмiр внутрiшньої петлi стає зiставним з лiнiйним
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Рис. 7.20. Ефект пам’ятi про кiнцеву точку в динамiчному вiдгуку з
багаторазовою змiною напрямку протягання в протоколi частоти. Мо-
дельнi параметри, включаючи абсолютну швидкiсть протягання ча-
стоти, збiгаються з тими, що заданi для двох найвищих кривих на
рис. 7.12. Iнтервал протягання частоти покриває низькi частоти резо-
нансних кривих для двох найвищих кривих з рис. 7.15. R — амплiтуда
вiдгуку, яку вимiрюють на вiльному кiнцi стрижня пiсковику
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розмiром великої петлi. Навпаки, маючи справу з некондицiйо-
ваною кривою (штрихова лiнiя) замкнута внутрiшня петля може
бути створена де завгодно i без будь-яких обмежень на свою ма-
лiсть (на рис. 7.20 не показано).

Таким чином, ми передбачили явище гiстерезису з пам’яттю
про кiнцеву точку, по сутi, пiд час динамiчного навантажуван-
ня [220]. Теоретичнi результати (рис. 7.20) спонукали проведення
експериментальних вимiрювань [222] для перевiрки наших пе-
редбачень. Нижче наведено ексклюзивнi експериментальнi вимi-
рювання (рис. 7.21), виконанi нашими колегами Дж. ТенКейтом
(TenCate) i Т. Шенкландом (Shankland) з Лос-Аламоської На-
цiональної лабораторiї [222]. Ми виконали пряме моделювання
(рис. 7.22) нових експериментальних результатiв [222] i одержа-
ли дуже добре узгодження теорiї та експерименту.

Докладнiше опишемо згаданий експеримент та його моделю-
вання. Вiдповiдно до теоретичних результатiв (рис. 7.20), нашi
колеги з Лос-Аламоської Нацiональної лабораторiї провели екс-
периментальнi вимiрювання [222] з метою перевiрити (чи спро-
стувати) наше передбачення. Стрижневий зразок було виготов-
лено з пiсковику Фонтенбло (Fontainebleau), тому теоретичнi та
експериментальнi результати слiд порiвняти лише на якiсному
рiвнi. На рис. 7.21 низькочастотнi гiлки резонансних кривих вiд-
повiдають частотному протоколу, показаному на вкладцi. Рiвень
деформацiї в максимальнiй точцi пiд час протягання частоти ста-
новив приблизно 2 · 10−6. Добре видно, що початок i кiнець кож-
ного внутрiшнього циклу збiгаються, а отже, головна властивiсть
пам’ятi про кiнцеву точку в динамiчнiй реалiзацiї пiдтверджує-
ться.

У подальшому ексклюзивнi експериментальнi результати [222]
стимулювали нас до проведення додаткового моделювання. Ви-
користавши iснуючi модельнi рiвняння i константи (включаючи
рiвняння стану), якi характеризують пiсковик Береа [220–222]
(див. також пiдрозд. 7.2), ми виконали комп’ютерне моделюван-
ня, щоб вiдтворити експериментальнi результати для пiсковику
Фонтенбло (рис. 7.21). При цьому вважали, що запропонована
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Рис. 7.21. Низькочастотнi гiлки експериментальних резонансних кри-
вих для пiсковику Фонтенбло [222]

фiзична модель описує поведiнку обох рiзновидiв пiсковикiв —
Береа (рис. 7.22) та Фонтенбло. Чiтко видно якiсну узгодже-
нiсть мiж експериментальними (рис. 7.21) i теоретичними кри-
вими (рис. 7.22).

Зробимо декiлька важливих зауважень, що вказують на фi-
зичну обґрунтованiсть запропонованої моделi резонансної пове-
дiнки стрижня пiсковику. По-перше, один раз вибранi параметри
для моделювання одного лише експерименту, а саме моделюван-
ня резонансних кривих на рис. 7.12, виявилися придатними для
опису всiєї низки проведених експериментiв. По-друге, пiсля то-
го як модель була розвинута, а потiм з’явилися новi експеримен-
тальнi результати, вдалося описати їх у деталях. Отже, розви-
нута модель динамiчної поведiнки пiсковику фiзично адекватно
вiдтворює експериментальнi закономiрностi i може бути викори-
стана для подальших дослiджень.

Запропоновано модель для пояснення та моделювання нелi-
нiйних ефектiв i ефектiв повiльної динамiки, якi виявляє стри-
жень пiсковику в експериментах з поздовжнього резонансу. Ра-
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Рис. 7.22. Низькочастотна гiлка резонансних кривих, розрахована для
пiсковику Береа (Berea)

зом iз швидкою пiдсистемою поздовжнiх нелiнiйних змiщень до-
слiджено пов’язану з нею повiльну пiдсистему зруйнованих мiж-
зернових зв’язкiв. Показано, що навiть найпростiше, але фено-
менологiчно коректне моделювання взаємного впливу мiж пiд-
системами, висвiтлює головнi експериментальнi ефекти, типовi
для силових поздовжнiх коливань стрижня пiсковику, а саме: а)
гiстерезисну поведiнку резонансної кривої як на лiвiй, так i на
правiй гiлках; б) лiнiйне зменшення резонансної частоти iз зро-
станням рiвня навантаження; в) поступове вiдновлення (зростан-
ня) резонансної частоти за низьких динамiчних навантажень,
пiсля того як зразок зазнав великого навантаження. Для вiд-
творення значних нелiнiйних еластичних властивостей структу-
ри зерен пiсковику використано реалiстичний незбурений вигляд
потенцiальної енергiї напруження. У нашiй теорiї повiльну дина-
мiку, яка пов’язана з пам’яттю про пiковi напруження, що експе-

204



7.6. Динамiчна реалiзацiя явища запам’ятовування кiнцевої точки

риментально спостерiгається, описано вимушеними кiнетичними
змiнами в концентрацiї дефектiв, якi викликають гiстерезиснi
ефекти через вплив на модуль Юнга. Крiм того, ми пояснили,
як посилення гiстерезисних явищ випливає зi зростання рiвно-
важної концентрацiї розiрваних когезiйних зв’язкiв, що з’являю-
ться внаслiдок водонасичення. Навiть у межах запропонованого
формалiзму ми змогли передбачити незвичайний гiстерезис з па-
м’яттю про кiнцеву точку в новiй, по сутi, динамiчнiй реалiзацiї.
Сенс цього ефекту полягає в пам’ятi про попередню максималь-
ну амплiтуду перiодичного навантажування, який проявляється
у виглядi малих гiстерезисних петель усерединi великої гiстере-
зисної петлi. Зазначимо, що цей ефект найчiткiше спостерiгає-
ться в околi резонансної частоти стрижня. Теоретичнi прогнози
пiдтверджено експериментами, проведеними в Лос-Аламоськiй
Нацiональнiй лабораторiї.
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generated from the Bäcklund transformation for the Toda lattice //
Suppl. Progr. Theor. Physics. — 1976. — N 59. — P. 64—100.

[146] Hodnett P.F., Moloney T.P. On the structure during interaction of
the two-soliton solution of the Korteweg—de Vries equation // SIAM
J. Appl. Math. — 1989. — 49. — P. 1174—1187.

[147] Infeld E., Rowlands G. Nonlinear waves. Solitons and chaos. —
Cambrige: Cambr. Univer. Press, 1990. — 423 p.

[148] Johnson P.A., McCall K.R. Observation and implications of nonli-
near elastic wave response in rock // Geophys. Res. Lett. — 1994. —
21. — P. 165—168.

216



Список лiтератури

[149] Johnson P.A., Rasolofosaon P.N.J. Manifestation of nonlinear
elasticity in rock: convincing evidence over large frequency and strain
intervals from laboratory studies // Nonlinear Processes Geophys. —
1996. — 3. — P. 77—88.

[150] Johnson P.A., Shankland T.J., O’Connell R.J., Albright J.N.
Nonlinear generation of elastic waves in crystalline rock //
J. Geophys. Res. — 1987. — 92. — P. 3597—3602.

[151] Johnson P., Sutin A. Slow dynamics and anomalous nonlinear fast
dynamics in diverse solids // J. Acous. Soc. Amer. — 2005. — 117. —
P. 124—130.

[152] Johnson P.A., Zinszner B., Rasolofosaon P.N.J. Resonance and
nonlinear elastic phenomena in rock // J. Geophys. Res. B. — 1996. —
101. — P. 11553—11564.

[153] Kaselow A., Shapiro S.A. Stress sensitivity of elastic moduli and
electrical resistivity in porous rocks // J. Geophys. Eng. — 2004. —
1. — P. 1—11.

[154] Korteweg D.J., de Vries G. On the change of form of long waves
advancing in a rectangular channel, and on a new type of long stati-
onary waves // Phil. Mag. — 1985. — 39, N 5. — P. 422—443.

[155] Kudinov V.M., Palamarchuk B.I., Vakhnenko V.A. et al. Relaxa-
tion phenomena in a foamy structure // Shock Waves, Explosions,
and Detonations. — New York: Amer. Inst. of Aeronautics and
Astronautics, 1983. — P. 96–118.

[156] Latter R. Similarity solution for a spherical shock wave // J. Appl.
Phys. — 1955. — 26, N 8. — P. 954—960.

[157] Lyman F.A., Chen D.-M. Acoustic attenuation in a nonuniform gas
containing droplets // AIAA J. — 1978. — 16, N 5. — P. 503—509.

[158] Majida F., Trikib H., Hayatc T. et al. Solitary wave solutions of the
Vakhnenko-Parkes equation // Nonlinear Analysis: Modelling and
Control. — 2012. — 17, N 1. — P. 60—66.

[159] McCall K.R., Guyer R.A. Equation of state and wave propagation in
hysteretic nonlinear elastic materials // J. Geophys. Res. — 1994. —
99. — P. 23,887–23,898.
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